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Mathematica を起動するとウィンドウが開きます。ここにプログ

ラムを書きます。書いたプログラムコードを実行するには、そのコー

ド中の任意の場所で「Shift+Enter」（Shiftキーを押しながら Enter

キーを押す）します。実際のプログラムコードを書き始めるまえに、ま

ず先にファイル名を決めて、適当な場所に保存する習慣をつけましょ

う。また、プログラムを書いたらこまめに保存することが大切です。

これにより、不慮の事故（Mathematicaが固まってファイルが保存で

きなくなっちゃった）からある程度身を守ることができます。ファイ

ルの保存は、Mathematicaのメニューから「ファイル」→「保存」を

選びます。保存するファイルの種類は「Mathematica ノートブック

(*.nb)」にします。

■基本的な使い方（その 1） まずは簡単な四則演算から始めます。

電卓的な使い方から始めて、代数方程式を解く方法までを説明します。

• 加減乗除にはそれぞれ +, -, *, / を用います。ただし、たとえば

1/3 を小数として出力したいときは N[1/3] と入力します。この

コマンド N[] は、数値 (numeric) の意味です。

– 表示する桁数を k 桁にしたいときは N[1/3,k] とします。詳しく

は ?N してみましょう。

• 累乗は ^ で表します。たとえば 2の 10乗は 2^10 です。

• 初等関数として Sqrt[], Exp[], Log[], Cos[], Sin[], Tan[],

ArcTan[]などが用意されています。

• 定数として、円周率 Pi や虚数単位 I や自然対数の底 E など。

• 変数への代入は = を用います。たとえば a=1 と入力すれば変数 a

に 1 が代入されます。変数の型を宣言しておく必要はありません。

• 関数を定義するには、たとえば f(x) = x2 ならば f[x_]=x^2 ま

たは f[x_]:=x^2 とします。前者の = は即時評価を意味し、後者

の := は遅延評価を意味しますが、両者のちがいについては後日説

明します。

• 方程式 x2 = 1を解くには Solve[x^2==1,x] とします。等号（両

辺が等しい）には記号 == を使います。代入や関数の定義につかう

記号 = とは意味が全く違いますので、はっきり区別しましょう。

– 方程式を解くには Reduce[] を使うこともできます。とくに方程

式がパラメータを含む場合は、正確に解くためには Solve[]でなく

Reduce[] を使う必要があります。たとえば Solve[a*x+b==0,x]

と Reduce[a*x+b==0,x] の出力を比べてみましょう。

– 積には明示的に*を付けるようにしましょう。たとえば a と b の

積は a*b です。これを省略して a b と書くこともできますが、こ

れは、しばしば ab と入力してしまいがち（a と b の間のスペース

を入力し忘れた）なのでおすすめしません。このように ab と書く

と、これは ab という名前のひとつの変数であると解釈されます。

したがってエラーが起こらず、プログラムが長くなった場合にバ

グに気付きにくくなります。

■基本的な使い方（その 2） 上で説明した基本事項を応用して、

簡単な数学の問題を解いてみます。

• 典型的には次のような使い方をします。例として、放物線
f(x) = x2 と直線 g(x) = x+ 1で囲まれる図形の面積を求めてみ

ます。この面積は、2次方程式 f(x) = g(x)の解を a, b (a < b)と

したとき、定積分 ∫ b

a

(g(x)− f(x)) dx

で計算できます。この計算をMathematicaにさせてみましょう。

f[x_]=x^2

g[x_]=x+1

Plot[{f[x],g[x]},{x,-2,2}] (*fと gのグラフを描く*)

sol=Solve[f[x]==g[x],x] (*交点の x座標を求める*)

a=x/.sol[[1]] (*小さいほうを aとする*)

b=x/.sol[[2]] (*大きいほうを bとする*)

Integrate[g[x]-f[x],{x,a,b}]

– リスト sol の成分は sol[[1]] や sol[[2]] などと取り出し

ます。

– ひとつ大切な使い方を覚えましょう。数値の代入の仕方です。こ

れは「式 /.{代入のルール}」という形で使います。例えば、式

2x+ 1に x = 3を代入するには

2*x+1/.{x->3}

と書きます。このとき出力はもちろん 7 です。上記プログラム 5

行目と 6行目の右辺は、この代入の操作を意味しています。

■実習課題
1. πe と eπ はどちらが大きいか。

2. a =
√
3 +

√
−2, b =

√
3−

√
−2のとき

a

b
+

b

a
と a4 − 2a2 の値

を求めよ。ヒント：?Simplify

3. f(x) = x3 − 2x + 1 とする。方程式 f(x) = 0 を解け。また

y = f(x)のグラフを描け。ただし x軸との交点がわかるように適

当な描画範囲を指定すること。さらに曲線 y = f(x) と x 軸で囲

まれる部分の面積を求めよ。

4.（難）a =
3
√

7 + 5
√
2, b =

3
√

7− 5
√
2のとき a+ bと abの値を

求めよ。

ヒント①：根号の入力は Mathematica のメニューから「パレッ

ト」→「基本数学アシスタント」。あるいは 3
√
x = x1/3 で。

ヒント②：定数 b が定義できたら N[b] してみましょう。

ヒント③（数値 N[b] を見て「おかしいな」と思った人のためのヒ

ント）：定数 bは方程式 b3 = 7− 5
√
2の解のひとつです。

■こんな質問がありました 前回の実習時にでた質問のうちいくつ

かを紹介します。

• ゼロになるはずのない定積分がゼロになりました。
– 被積分関数の定義を見直してください。場合によっては Clear[f]

を実行していったん被積分関数 f の定義をクリアしてから、もう

いちど f の定義式を実行し直したほうがよいかもしれません。

– ここで重要な注意をします。例えば

f[x]=x

f[x_]=x*x

という 2つの定義が同時に存在する場合、f[4] の値は 16 となり

f[y] の値は y*y となりますが、f[x] の値は x*x でなく x とな

ります。このようにMathematicaでは f[x] のような、より特殊

な定義がある場合、そちらが優先的に適用されます。また Math-

ematica はいちど評価した式はずっと記憶しているので、たとえ

いったん f[x]=x の行をプログラムから消去し、再度 f[x_]=x*x

を評価し直したとしても、f[x] の値は消えずに x のまま残りま

す。Mathematicaのこの仕様はしばしば混乱の原因となります。

– そのような混乱が生じたときはカーネルを再起動するとよいで

しょう。カーネルを再起動することによって、すべての定義がすっ

かり消去され、Mathematica を起動したばかりのような状態で

動作させることができます。カーネルを再起動するには、Mathe-

matica のメニューから「評価」→「カーネルを終了」→「Local

(ローカル)」を選択して、「評価」→「カーネルを起動」→「Local

(ローカル)」を選択します。

• 方程式 x2 − x− 1 = 0のふたつの解 a, bに対して a3 + b3 の値を

計算する場合

sol=Solve[x^2-x-1==0,x]

∗ これは 2014年度の福岡大学理学部応用数学科 2年生向けの授業「数式処理実習」で配布した実習資料です。せっかく書いたので公開します。
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a=x/.sol[[1]]

b=x/.sol[[2]]

a^3+b^3

と入力すればよいことは何とか理解できました。しかし、この代

入の仕方がわかりづらいので、次のようにしてはいけませんか。

Solve[x^2-x-1==0,x]

(* 答えが {{x->(1-Sqrt[5])/2},{x->(1+Sqrt[5])/2}}

だと表示されるので、キーボードから直接次のように入力 *)

a=(1-Sqrt[5])/2

b=(1+Sqrt[5])/2

a^3+b^3

– 確かにそう書いたほうが直接的で理解しやすいのはわかります。

初心者のうちは後者の書き方でオーケーです。しかし、ある程度慣

れてきたらなるべく後者の書き方は卒業しましょう。というのも、

プログラムは「1回書いたら終わり」ではなくて、ふつうは試行錯

誤を繰り返しながら何度も書き換えていくものだからです。その

とき、出発点の方程式を変更することもよくあります。たとえば

方程式が x2 + x + 1 = 0 に変わったら当然ながら a と b の値も

変わります。このとき、もし後者の書き方をしていると、いちいち

手作業で a と b の値を更新しなくてはいけません。ところが、前

者の書き方をしていれば書き換えるのは方程式だけで済み、a と b

の値は自動的に更新されます。つまり、前者のほうがプログラム

を修正する作業がずっと楽になるため、後者にくらべて上手な書

き方なのです。

• たとえば「a = 2のとき a+ 1の値を求めよ」という場合

a=2

a+1

と書くのと

a+1/.{a->2}

と書くのはどういう違いがあるのですか。

– それは変数への「大域的な代入」と「局所的な代入」との違いで

す。前者の書き方では a の値は常に 2 として固定されており、式

a+1 の計算が終わった後も a の値は 2 です。後者の書き方では式

a+1 の中にあらわれる a に値 2 を代入しているだけなので、いっ

たん式 a+1 の評価が終わってしまえば a の値は不定の状態にもど

ります。つまり入力「a=2; a+1; a」に対する出力は 2 となりま

すが、入力「a+1/.{a->2}; a」に対する出力は a となります。状

況に応じて便利なほうの書き方を選びます。

• 実習課題の 4番は、どこが難しいのか、いまいちわかりません。

– 冪根（n乗根）の計算には十分注意しましょう、という趣旨の問題

です。実習課題では a =
3
√

7 + 5
√
2と b =

3
√

7− 5
√
2がどちら

も実数なのに、和 a+ bや積 abの値が複素数になってしまった人

が多くいました。その理由をいちばん簡単な例で説明します。

– たとえば c = 3
√
−1としましょう。右辺の記号 3

√
−1は、ふつう数

学の文脈では「方程式 x3 = −1の実数解」を意味します。すなわ

ち 3
√
−1 = −1です。ところがMathematicaは、記号 3

√
−1ある

いは記号 (−1)1/3 を、単に「3乗したら −1になる数」と理解しま

す。そうすると原理的には 3通りの可能性があります。すなわち

(−1)1/3 = cos
π

3
+

√
−1 sin

π

3

(−1)1/3 = cosπ +
√
−1 sinπ

(−1)1/3 = cos
5π

3
+

√
−1 sin

5π

3

のうちのどれかです。この 3 つのうちどれを採用するか決めない

といけませんが、Mathematicaにおいては、自然数 nに対して

n
√
−1 = (−1)1/n = cos

π

n
+

√
−1 sin

π

n

と定められています。これは実際 ComplexExpand[(-1)^(1/n)]

を実行してみるとわかります。したがって Mathematica では

N[(-1)^(1/3)] の出力は 0.5+0.866025I という複素数です。こ

の数値は cos (π/3) +
√
−1 sin (π/3)の近似値です。

– このように、冪根を含む計算では、きちんと自分が意図した値と

なっているかどうか、注意深くチェックする必要があります。な

お、この面倒を避けるため、3 乗根 3
√
x に対しては実数の値を返

す CubeRoot[x] という命令が用意されています。より高次の冪

根 n
√
xについては実数を返す Surd[x,n] という命令があります。

■行列の作成 行列を作る方法は、目的や場面に応じて、複数の手段

が提供されています。

• 成分をすべて手入力したい場合。たとえば行列

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
を作るには A={{1,2,3},{4,5,6}} とします。

– 行列を入力するためのユーザインタフェースも用意されています。

メニューから「挿入」→「表・行列」→「新規作成」を選びます。

ノートブックに行列が挿入されるので、プレースホルダをクリッ

クして入力します。次のプレースホルダへは、タブで移動します。

• 成分がパラメータとして与えられている場合。たとえば行列

A =

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
を作るには A=Table[a[i,j],{i,1,2},{j,1,3}] とします。

– とくに成分がより具体的な関数で指定されている場合、たとえば

aij =
1

i+ j − 1

の場合は、はじめから A=Table[1/(i+j-1),{i,1,2},{j,1,3}]

と書けます。

■特別な行列の作成 対角行列や三角行列のような特別な n次正方

行列については、簡単な作成方法が用意されています。

• 対角行列 diag (a, b, c) は DiagonalMatrix[{a,b,c}] とします。

また特に単位行列 diag (1, 1, 1)は IdentityMatrix[3] としても

作ることができます。

• 三角行列を作る（下三角部分や上三角部分を 0で置換する）ための

命令として UpperTriangularize[] や LowerTriangularize[]

があります。詳しくは ?UpperTriangularize で。

■行列の部分を取り出す方法
• 行をとりだす。たとえば行列 Aの第 1行目を取り出すには A[[1]]

とします。

• 成分をとりだす。たとえば行列 A の第 1行第 2列目の成分を取り

出すには A[[1,2]] とします。

• 列をとりだす。まず Allですべての行を選び、列を指定します。た

とえば行列 A の第 1列目を取り出すには A[[All,1]] とします。

• 小行列をつくる。たとえば行列 A の第 i 行と第 j 列を削除するに

は Drop[A,{i},{j}] とします。また行や列だけを削除する場合

は Drop[A,{i},None] や Drop[A,None,{j}] とします。

ベクトルの作成： ベクトルを作るにはすこし注意が必要です。

• {a,b,c} はベクトルです。

– これが基本的な作り方です。通常はこの方法で作ります。

– ただし、このようにして作ったベクトルは、縦ベクトルと横ベクト

ルの区別がありません。これはソフトウェアの挙動を柔軟にする

ための措置ですが、数学を専攻する私たちにとっては、縦ベクトル

と横ベクトルの区別がないのはむしろ分かりづらく、混乱の原因

となる場合があります。そのような場合は、縦ベクトルと横ベク

トルをはっきり区別するために、ベクトルを次のように行列の特

別な場合として構成します。
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• 横ベクトルを作る。たとえば横ベクトル

v = (a, b, c)

を作るには v={{a,b,c}} とします。これは 1× 3の行列です。

– しかし、日本の数学のテキスト（たとえば線形代数）は、そのほと

んどが縦ベクトルを基本とする流儀で書かれています。したがっ

て横ベクトルを使うことは少なく、むしろ次に述べる縦ベクトル

の作成方法が基本的となります。

• 縦ベクトルを作る。たとえば縦ベクトル

v =

a
b
c


は v={{a},{b},{c}} と作ります。これは 3× 1の行列です。

– カッコが多くて入力が面倒です。もうすこし楽に入力するため

には、いったん横ベクトルを作ってから転置すればよいでしょ

う。すなわち v=Transpose[{{a,b,c}}] とします。あるいは、

リストを分割するためのコマンド Partition[] を利用して

v=Partition[{a,b,c},1] とすることもできます。

■行列とベクトルに対する演算 まず行列に対する演算としては、

次のものが基本的です。

• 和と差はそれぞれ + と - です。

• 積は . です。もし記号 * で積をとると、これは各成分どうしの積

（アダマール積）を計算してしまいますので注意しましょう。

• 逆行列は Inverse[] です。

• 転置行列は Transpose[] です。

• 行列式は Det[] です。

• 固有値と固有ベクトルを列挙するには Eigensystem[] です。

また、ベクトルに対しては次の演算があります。

• 外積 v × w は Cross[v,w] です。

• 内積 ⟨v, w⟩ は v.w です。これは行列どうしの積に使う記号 . と

同じです。また、行列とベクトルの積にも同じ記号 . を使います。

– とくにノルム |v| =
√

⟨v, v⟩は Norm[v] としても求められます。

■実習課題

1. fij = det

(
ai aj

bi bj

)
とおく。このとき

f01f23 − f02f13 + f03f12 = 0

であることを示せ。これをプリュッカーの関係式という。

ヒント：小さな添え字を使って f01 などと書いていますが、これ

は Mathematica で f[0,1] と入力して構いません。すなわち f

を整数 iと整数 j の 2変数関数と思うことにします。同様に ai は

a[i] と書けば十分です。

2. 3次元の実ベクトル x, y に対して

|x|2 |y|2 = ⟨x,y⟩2 + |x× y|2

が成立することを証明せよ。

ヒント①：「左辺 − 右辺」を計算してそれがゼロになればよいで
しょう。

ヒント②：コマンド Norm[] は使わないほうが便利な場合もあり

ます。

ヒント②の解説：ベクトル x={a,b,c}に対して Norm[x]^2と x.x

は等しくありません。これはMathematicaが複素ベクトルのノル

ムを理解するからです。ただし、もし x が実ベクトルであることを

Mathematicaに教えた場合には Norm[x]^2 と x.x は等しくなり

ます。すなわち、Simplify[Norm[x]^2, Element[x, Reals]]

と x.x は等価です。

3. 実対称行列

A =

a b c
b a b
c b a


の固有値 λ1, λ2, λ3 に属する固有ベクトルをそれぞれ v1,v2,v3

とする。このとき P = (v1,v2,v3)とおけば

P−1AP =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


となることを示せ。

ヒ ン ト ①：Eigensystem[A] の 出 力 が ど う い う 形 式 か

理 解 し て お く こ と が 必 要 で す 。た と え ば 実 対 称 行 列

B={{1,2},{2,1}} に対して es=Eigensystem[B] とすると、出

力は {{3,-1},{{1,1},{-1,1}}} です。これは固有値 3 に属す

る固有ベクトルが {1,1} であり、固有値 -1 に属する固有ベクト

ルが {-1,1} であることを意味しています。また、固有値を並べた

リスト {3,-1} は、リスト es の第 1番目の要素なので es[[1]]

とすれば取り出すことができます。同様に、固有ベクトルを並べ

たリスト {{1,1},{-1,1}} は、リスト es の第 2番目の要素なの

で es[[2]] として取り出せます。

ヒント②：行列 P を入力したら、それが意図した行列になってい

るかどうか確かめましょう。きちんと P = (v1,v2,v3) になって

いますか。もしかして P が tv1
tv2
tv3


となっていませんか。

■多項式の因数分解
• 整数 n の素因数分解は FactorInteger[n] です。

• 多項式の因数分解には Factor[] を使います。

– たとえば、多項式 x2 − 1を因数分解するには Factor[x^2-1] と

します。出力は (-1+x)*(1+x) です。

– つぎに、多項式 x2 − 2 を因数分解してみます。答えは当然(
x+

√
2
) (

x−
√
2
)
のはずですが、入力 Factor[x^2-2] に対

する出力は -2+x^2 です。つまり何もしてくれません。Mathe-

maticaは、デフォルトでは、係数が有理数となるような範囲でし

か因数分解しないのです。これを 1次式の積に因数分解するには

Factor[x^2-2,Extension->Sqrt[2]]

として、係数体である有理数体 Qに
√
2を付け加え、係数体を拡

大しておく必要があります。この「体（たい）」とか「体の拡大」と

いう言葉の意味は、そのうち代数学の講義で勉強するでしょう。

–「体の拡大」というと何やら面倒そうですが、1 変数の複素係数 n

次多項式は、その根をすべて求めさえすれば常に 1次式の積に分解

できる（代数学の基本定理）ので、あまり気にする必要はありませ

ん。コマンド Factor[] が真にその威力を発揮するのは、多変数

の多項式を因数分解する場合です。実習課題で取り組みましょう。

■リスト操作 いままでの実習課題をやってみて、おそらく多くの

人が「リストの操作が上手にできれば作業が楽になる」ということに

気づいたと思います。リストは Mathematica において最も重要なオ

ブジェクトです。その使い方に習熟すれば、いろいろな作業が非常に

効率よく進められるようになります。ここでは、もっとも基本的なリ

スト操作をまとめておきます。

• 1次元リスト（ベクトル）v={a,b,c,d} があるとします。

– v[[3]] とすると、第 3番目の要素を返します。この場合 c です。

– Length[v] はリスト v の長さを返します。この場合 4 です。こ

こでいう「長さ」は、リストに含まれる要素の個数であり、ベクト

ルの大きさ（ノルム）とはまったく違いますので、混乱なきよう。

• 2次元リスト（行列）A={{a,b},{c,d}} があるとします。
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– 行列は “リストのリスト” なので見づらいです。これを通常通り(
a b

c d

)
とディスプレイに表示したいときは MatrixForm[A] とします。

これに関して重要な注意をしておきます。リスト A を定義すると

きに、始めから A=MatrixForm[{{a,b},{c,d}}] としてはいけま

せん。このように定義すると、見かけ上は A は行列ですが、計算

上では A は行列として扱われません。たとえば

A=MatrixForm[{{a,b},{c,d}}]

A.A

と

B={{a,b},{c,d}}

B.B

の出力を比べてください。後者は行列の積が正しく計算されます。

– A[[2]] は第 2番目の要素を返すので、この場合は {c,d} です。

– A[[2]][[1]] は第 2番目の要素のなかの第 1番目の要素を返すの

で、この場合は c です。これは短く A[[2,1]] とも書けます。

– Flatten[A] とすると A を平坦化して {a,b,c,d} を返します。

この命令はしばしば便利に使えますので覚えておきましょう。

• リスト L={{a,b},{{x1,x2},{y1,y2}}} があるとします。

– L[[1]] は {a,b} であり、L[[2]] は {{x1,x2},{y1,y2}} です。

したがって、たとえばリスト {x1,x2} を取り出したいときは

L[[2,1]] とします。

– Flatten[L] の出力は {a,b,x1,x2,y1,y2} です。もし、ここま

で平坦化せずに、平坦化のレベルを深さ 1 で止めておきたい場

合は Flatten[L,1] とします。出力は {a,b,{x1,x2},{y1,y2}}

です。

■実習課題
1. 自然数 nに対して、n次交代行列 X = (xij)の行列式は完全平方

式となることが知られている。すなわち, n 次正方行列 X がもし

X + tX = 0をみたすならばある多項式 pが存在して detX = p2

と書ける。この多項式 p を n 次のパフィアンという。6 次のパ

フィアンを求めよ。ただしパフィアンの符号は好きなように決め

てよい。

ヒント①：6次交代行列を楽に入力するには、どうすればよいです

か。たとえば、まず行列 X0=Table[x[i,j],{i,1,6},{j,1,6}]

を作っておいて、それを X1=UpperTriangularize[X0] と上三角

化したものを用意しておくと便利です。

ヒント②：入力 (a+b)^2/.{c_^2->c} に対する出力は a+b です。

2. n個の変数 x1, x2, . . . , xn があるとする。このとき、n次正方行列

Aの第 i行第 j 列目の成分を xj
i−1 で与えると

detA =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

となる。これをファンデルモンドの行列式という。この公式が正

しいことを n = 7のときに確かめよ。

ヒント①：右辺の積（これを差積といいます）は、まず添え字 j

が 2 ≤ j ≤ n の範囲を自由に動き、各 j の値に応じて添え字 i

が 1 ≤ i ≤ j − 1 の範囲をすべて動きます。いきなり差積を考え

るのは大変なので、まずは差積に現れる因子をぜんぶ書き出して

みましょう。たとえば Table[x[j]-x[i],{j,2,n},{i,1,j-1}]

とします。

ヒント②：たとえば v={a,b,c} というリストがあったとき、すべ

ての要素の積 a*b*c は Product[v[[i]],{i,1,3}] で計算でき

ます。あるいは Fold[Times,1,v] とも書けます。後者のほうが

スマート。

3. 3 次実正方行列 Y が Y =
(
tY
)−1

かつ detY = 1 をみたすとす

る。このとき、等式

Y = R1 (a)R3 (b)R1 (c)

をみたす実数 a, b, c ∈ (−π, π] を行列 Y のオイラー角という。た

だし

R1 (θ) =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , R3 (θ) =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1


である。次の問いに答えよ。

(1) すべての成分が整数、かつ行列式の値が正であるような 3次正

方行列 Z をひとつ与えよ。ただし単位行列は除く。

ヒント：たとえば Z=RandomInteger[{0,3},{3,3}] など。その

うえで行列式 Det[Z] が正かどうかチェック。もし正でなければ

再度生成。

(2) 行列 Z の各列ベクトルを正規直交化して得られる行列を Y と

おく。行列 Y が Y =
(
tY
)−1

かつ detY = 1 をみたすことを確

かめよ。

ヒント：Y=Orthogonalize[Z]

(3) 行列 Y のオイラー角を求めよ。

ヒント：入力 MapThread[Equal,{{x,y},{p,q}}] に対する出力

は {x==p,y==q} です。

■冪級数
• 関数 f(x)を x = aにおいて冪級数に展開すると

f(x) = f(a)+f ′(a) (x− a)+
f ′′(a)

2
(x− a)2+O

(
(x− a)3

)
となります。右辺の級数は Series[f[x],{x,a,2}] と書きます。

– Series[] の出力にはランダウの記号 O が現れます。このあと何

らかの処理を続ける（たとえばグラフを描く）ために Series[] の

出力を利用しようと思っても、ランダウの記号が邪魔してエラー

になってしまいます。そこで、ランダウの記号を削除する（すなわ

ち級数展開を途中で打ち切って多項式として出力する）ための命

令 Normal[] が用意されています。例をあげましょう。たとえば、

関数 exp(x)の x = 0における冪級数展開

1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120
+ O

(
x6)

を 5次で打ち切れば、多項式

1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120

が得られます。これを便宜的に、関数 exp(x) の x = 0 における

5次の「テーラー多項式」と呼ぶことにします。ここに挙げたテー

ラー多項式は、冪級数 ps=Series[Exp[x],{x,0,5}] を多項式化

したもの、すなわち Normal[ps] です。

■恒等式 恒等式を解くための命令として SolveAlways[] が用意

されています。

– たとえば方程式 ax+ b = 0がどんな xについても成立するために

は a = b = 0であることが必要かつ十分です。これをMathemat-

ica に解かせるには SolveAlways[a*x+b==0,x] とします。出力

は {{a->0,b->0}} です。

■実習課題
1. 関数 y = sin(x)の x = 0における n次のテーラー多項式を sn(x)

とする。奇数 n = 2k + 1 (0 ≤ k ≤ 11)のそれぞれに対して、関

数 y = sin(x)と関数 y = sn(x)のグラフを 1枚のグラフ用紙に同

時に描け。ただし描画範囲は −4π ≤ x ≤ 4π とし、y = sin(x)の

グラフは黒で、y = sn(x)のグラフは赤で表示すること。

ヒント①：s[n_,x_]:=Normal[Series[Sin[x],{x,0,n}]]
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ヒント②：Table[a[n],{n,1,2}] の出力は {a[1],a[2]} です。

もし Table[{a[n],b},{n,1,2}] なら {{a[1],b},{a[2],b}}

です。

ヒント③：関数 y = f(x)のグラフを黒で、関数 y = g(x)のグラ

フを赤で描画するには

Plot[{f[x],g[x]},{x,-1,1},PlotStyle->{Black,Red}]

とします。次に、たとえば list={{f[x],g[x]},{p[x],q[x]}}

という関数の組のリストがあるとします。このとき y = f(x)のグ

ラフを黒で、y = g(x)のグラフを赤で表示しようと思って

Plot[list[[1]],{x,-1,1},PlotStyle->{Black,Red}]

としても、グラフは色分けされません。正しくは

Plot[Evaluate[list[[1]]],{x,-1,1},PlotStyle->{Bla

ck,Red}]

とします。このように、関数の組がリスト list で与えられている

ような場合は、いったん list[[1]] の内容を強制的に評価してか

らコマンド Plot[] に渡すことで、きちんと色分けされます。

2. 開区間 (−1, 1)上の連続関数 f に対して、ふたつの数列 an, bn を

an =
1

π

∫ π

−π

f (t) cos (nt) dt, bn =
1

π

∫ π

−π

f (t) sin (nt) dt

と定める。このとき、各 x ∈ (−1, 1)について

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx))

と級数展開できることが知られている。これを関数 f のフーリエ

展開という。また、フーリエ展開を途中で打ち切った式

fm(x) =
a0

2
+

m∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx))

を、便宜的に m 次のフーリエ三角多項式と呼ぶことにす

る。関数 f(x) = x の場合に、そのフーリエ三角多項式の列

f1(x), f2(x), . . . が関数 f(x) に収束する様子をグラフィクス

でわかりやすく表示せよ。

ヒント①：問 1 ができた人はこの問題もすぐにできます。たとえ

ば、フーリエ三角多項式 f1(x), . . . , f6(x)のそれぞれについて、そ

のグラフを関数 f(x) のグラフと一緒に描けば、収束の様子がわ

かります。描画範囲やグラフの色は見やすいように適当に指定し

ます。

ヒント②：フーリエ展開のための命令 FourierTrigSeries[] が

用意されているので、数列 an, bn を自分で定義する必要はありま

せん。たとえば FourierTrigSeries[f[x],x,m] とすると、これ

は関数 f[x] の m 次のフーリエ三角多項式を返します。

3. 多項式の列 p0, p1, . . . を次のように定める。まず p0 = 1, p1 = x

とし、n ≥ 2に対しては

pn =
2n− 1

n
xpn−1 −

n− 1

n
pn−2

とする。多項式 pn を n 次のルジャンドル多項式という。次の問

いに答えよ。

(1) ルジャンドル多項式 p0, . . . , p10 をリストとして表示せよ。

ヒント：ルジャンドル多項式を定義するには

p[0]=1;

p[1]=x;

p[n_]:=(2*n-1)*x*p[n-1]/n-(n-1)*p[n-2]/n

とします。最後の式は = でなく := で定義する必要があります。

実際、最後の式を = で定義するとエラーが出ることを確かめてく

ださい。両者の違いについては来週説明します。

(2) ルジャンドル多項式は、等式

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
n=0

pnt
n

をみたす。これをルジャンドル多項式の母関数表示という。この

母関数表示を利用して p0, . . . , p10 を求め、それが (1) で求めた

ものと一致することを確かめよ。

ヒント①：母関数表示の意味を説明します。これは変数 tについて

の恒等式で、左辺を変数 tについて冪級数展開したとき、その係数

たちがルジャンドル多項式となっている、ということです。した

がって、左辺については t = 0における 10次のテーラー多項式を

求めます。右辺の和は、高次の項を打ち切って 0 ≤ n ≤ 10 の範

囲で考えればよいでしょう。和は、たとえば Sum[a[n],{n,1,2}]

とすれば a[1]+a[2] を計算します。

ヒント②：入力 {a,b}-{c,d} に対する出力は {a-c,b-d} です。

■注意 実習課題をみて、いくつか気になったことを注意します。

– ファイル名に空白を含めるのはやめましょう。これは思わぬトラ

ブルの原因となります。どうしてもファイル名に空白を使いたい

場合でも、なるべくアンダースコアやハイフンで代用します。

– コメントの領域は、記号 (* と記号 *) で囲みます。これを全角文

字で（＊ と ＊）にしたり、あるいはカッコを変えて <* と *> で

入力するなど、そのほか勝手な記号に変更することはできません。

– 代入のルールを記述するとき、たとえば x/.{x->1} と書きます

が、この記号 -> を全角文字の矢印→ で置き換えて x/.{x→1}

と入力してはいけません。このように書くと、当然ながらプログ

ラムがエラーを起こします。

– 行列の積は A.B です。これを A*B と書いてはいけません。これは

アダマール積といって、成分毎に積をとるだけの演算です。行列

の積とはまったく違うものです。

–「行列式」と「逆行列」の用語が混乱している人がいます。

■微分
• D[f[x],x] とすれば、これは 1階導関数 f ′(x)を意味します。

– 高階の導関数は、たとえば 3階なら D[f[x],{x,3}] とします。

• 偏微分をする場合にも同じ記号 D を使います。たとえば fx(x, y)

なら D[f[x,y],x] とします。高階の偏導関数の場合は、たとえば

fxyy(x, y)なら D[f[x,y],x,{y,2}] などと書きます。

– Mathematicaは「偏微分の順番」を気にしません。したがって解

析学のデリケートな問題に関して、しばしば嘘をつきますので注

意しましょう。たとえば関数 f : R2 → Rを

f(x, y) =


xy
(
x2－ y2

)
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)のとき

0 (x, y) = (0, 0)のとき

で定めると、これは fxy (0, 0) ̸= fyx (0, 0)となる有名な例ですが、

Mathematica で計算すると fxy (0, 0) = fyx (0, 0) となってしま

います。

■即時評価と遅延評価 ここで即時評価と遅延評価について説明し

ます。たとえば関数 f(x) = x2 を定義するときには f[x_]=x^2 ある

いは f[x_]:=x^2 と書きますが、このように、Mathematicaは = と

:= という 2種類の代入演算子をもっています。両者の違いは、右辺を

評価するタイミングにあります。演算子 = は即時型の代入を表し、右

辺は定義時にすぐに評価されます。これに対し、演算子 := は遅延型

の代入を表し、右辺は、左辺の値が要求されるごとに毎回評価されま

す。例をみましょう。

• 即時評価と遅延評価の違い。たとえば
a=RandomReal[]

b:=RandomReal[]

とします。コマンド RandomReal[] は 0と 1の間の実数をランダ

ムに生成します。このとき {a,a} は同じ値が並びますが、{b,b}

は異なる値が並びます。また {a,a} は何度評価しなおしても常に

同じ値しか表示されませんが、{b,b} は評価するたびに毎回違う

値が表示されます。
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関数 f(x) = x2 を定義する場合には、即時的に f[x_]=x^2 と書いて

も遅延的に f[x_]:=x^2 と書いても、両者のあいだに大した差はあり

ません。ところが、次のような場合には、即時評価と遅延評価を明確

に使い分ける必要があります。

• 即時評価を使わなければならない例。たとえば
f[x_]=D[Sin[x],x] (*これは f[x_]=Cos[x] と書くのと同

じ*)

g[x_]:=D[Sin[x],x]

とします。このとき f[0] は正常に評価され、出力が 1 となりま

すが、g[0] を評価すると「0は有効な変数ではありません」とい

うエラーが出ます。なぜなら g[0] の値が要求されたとき Math-

ematicaは式 D[Sin[0],0] を評価しますが、Sin[0] を ‘変数’ 0

で微分することはできないため先のようなエラーが出るのです。

また関数 f は Plot[f[x],{x,-Pi,Pi}] でグラフが描けますが、

関数 g のグラフは Plot[g[x],{x,-Pi,Pi}] としても描けませ

ん。ただし無理矢理 Plot[Evaluate[g[x]],{x,-Pi,Pi}] とす

れば g のグラフも描けます。

• 遅延評価を使わなければならない例。たとえば数列を再帰的に定
義するような場合は、遅延評価を使います。例として、自然数の階

乗を定義してみましょう。数列 an = n! が、漸化式 an = nan−1

をみたすことから

a[1]=1

a[n_]:=n*a[n-1]

と定義します。もしこの 2行目を即時的に a[n_]=n*a[n-1] と書

いてしまうと「最大再帰回数 1024を超えています」というエラー

がでます。右辺の a[n-1] の評価がいつまでたっても終わらない

からです。

■実習課題
1. ルジャンドル多項式（定義は前回の実習課題参照）について次の問

に答えよ。

(1) n次のルジャンドル多項式は

pn =
1

2nn!

dn

dxn

((
x2 − 1

)n)
と書ける。これをロドリーグの公式という。この公式が正しいこ

とを 0 ≤ n ≤ 10について確かめよ。

ヒント：まずは右辺を n の関数として定義しましょう。

?Factorial

(2) n次のルジャンドル多項式は微分方程式

(
1− x2) d2

dx2
pn − 2x

d

dx
pn + n (n+ 1) pn = 0

をみたす。これを 0 ≤ n ≤ 10について確かめよ。

ヒント：こんどは左辺を n の関数として定義します。定義は即時

的にすべきですか、あるいは遅延的にすべきですか。

2. 関数 f に対して、関数 Sf を

Sf (x) =
f ′′′(x)

f ′(x)
− 3

2

(
f ′′(x)

f ′(x)

)2

と定める。関数 Sf のことを関数 f のシュワルツ微分という。

(1) 関数 h(x) = x/ (x− 1)2 のシュワルツ微分 Sh を求めよ。

(2) シュワルツ微分は 1次分数変換で不変であることを証明せよ。

すなわち、関数 f と定数 a, b, c, dに対して

h(x) =
af(x) + b

cf(x) + d

とおくと、Sh(x) = Sf (x)となることを示せ。

(3) 合成関数 f ◦ g のシュワルツ微分が

Sf◦g(x) = Sf (g(x))
(
g′(x)

)2
+ Sg(x)

となることを示せ。ヒント：?Composition

3. a を x, y の関数とする。関数列 τ−1, τ0, τ1, τ2, . . . を次のように

定める。まず τ−1 = 0, τ0 = 1とし、自然数 nに対しては

τn = det

(
∂i+j−2

∂xi−1∂yj−1
a (x, y)

)
i=1,...,n
j=1,...,n

とする。このとき、すべての非負整数mに対して偏微分方程式

τm
∂2

∂x∂y
τm − ∂

∂x
τm · ∂

∂y
τm − τm+1τm−1 = 0

が成り立つことが知られている。これを戸田分子方程式という。

戸田分子方程式が成り立つことを 0 ≤ m ≤ 5について示せ。

■ベクトル場 平面内の各点 p において、その点における速度ベク

トル v(p) が定まっているとき、この対応 v : R2 → R2 をベクトル場

（正確には速度ベクトル場）といいます。次に、質点がベクトル場に

沿って流れていく様子をイメージしましょう。その質点の軌跡を積

分曲線といいます。ベクトル場や積分曲線を理解するには絵を描い

てみるのがいちばんです。そのためのコマンドが VectorPlot[] と

StreamPlot[] です。

– たとえば点 t(x, y) ∈ R2 における速度ベクトル v (x, y)が

v (x, y) =

(
−y
x

)
と与えられているとします。このとき

VectorPlot[{-y,x},{x,-1,1},{y,-1,1}]

StreamPlot[{-y,x},{x,-1,1},{y,-1,1}]

とすれば、次のような図が出力されます。左がベクトル場で、右が

その積分曲線です。水の流れをイメージしてください。

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

– ベクトル場を変えれば、水の流れも変わります。たとえば

v (x, y) =

(
−y
sinx

)
なら、ベクトル場と積分曲線は次のようになります。
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3
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これらの図の意味をもう少し考えましょう。平面内のどこか好きな位

置に質点をおいてみます。平面内には、ベクトル場にしたがって水が

流れているので、質点はその流れにのって動いていきます。このこと

を数式で書いてみます。はじめの「好きな位置」を t(a, b) とします。

また、時刻 tにおける質点の位置を t(x(t), y(t))とします。とくに(
x(0)
y(0)

)
=

(
a
b

)
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です。さて、時刻 tにおける質点の速度ベクトル t(x′(t), y′(t))は、あ

らかじめ与えられたベクトル場 v によって決まっています。すなわち(
x′(t)
y′(t)

)
= v (x(t), y(t))

です。これらを連立した式(
x′(t)
y′(t)

)
= v (x(t), y(t)) ,

(
x(0)
y(0)

)
=

(
a
b

)
を「1 階常微分方程式系の初期値問題」といいます。もっと具体的に

書くと、たとえば、先に挙げたひとつめの例ならば初期値問題は(
x′(t)
y′(t)

)
=

(
−y(t)
x(t)

)
,

(
x(0)
y(0)

)
=

(
a
b

)
となります。あるいは、ふたつめの例ならば(

x′(t)
y′(t)

)
=

(
−y(t)
sinx(t)

)
,

(
x(0)
y(0)

)
=

(
a
b

)
(1)

です。このように、ベクトル場は 1階常微分方程式系（の初期値問題）

を定めます。逆に、1 階の常微分方程式系からただちにベクトル場が

決まります。したがって、ベクトル場を考えることと 1階の常微分方

程式系を考えることは等価であり、両者は同じものです。言い方を変

えます。1 階の常微分方程式系（の初期値問題）は、わざわざ解かな

くても、ベクトル場さえ描ければ、解の振る舞いがすべて視覚的にわ

かってしまうのです。

■解曲線 とは言いながら、やはり、答えを「式」として知りたい場

合もあります。そのようなときは、初期値問題を解かなければなりま

せん。そのためのコマンドが NDSolve[] です。たとえば、初期値問

題 (1)を a = 4, b = 1として時間 0 ≤ t ≤ 10の範囲で解くには

eq={x'[t]==-y[t],y'[t]==Sin[x[t]]};

iv={x[0]==4,y[0]==1};

sol=NDSolve[Flatten[{eq,iv}],{x[t],y[t]},{t,0,10}]

とします。また、初期値問題の積分曲線（これをとくに解曲線や解軌

道ともいいます）を描くには、次のようにします。

p[t_]={x[t],y[t]}/.sol[[1]];

ParametricPlot[p[t],{t,0,10}]

積分曲線（青）と初期値問題の解軌道（赤）を同時に描いたのが次の

図です。赤色の点が初期値です。赤色の点が流れにのって移動してい

くようすがわかります。これが「初期値問題を解く」ということです。
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■実習課題 時刻 t におけるウサギとキツネの個体数を、それぞれ

x(t), y(t) とする。ウサギは被食者でありキツネは捕食者である。両

者の個体数の変化は、おおむね微分方程式{
x′(t) = x(t) (a− by(t))
y′(t) = −y(t) (c− dx(t))

でモデル化できることが知られている。これをロトカ・ヴォルテラ方

程式という。定数を a = c = 1, b = 0.04, d = 0.02 とし、初期値を

x(0) = 100, y(0) = 10とする。

(1) ロトカ・ヴォルテラ方程式のベクトル場と積分曲線を描け。

(2) 時間 0 ≤ t ≤ 20のあいだでウサギとキツネの個体数がどのよう

に変化するか、初期値問題を解いて解軌道を図示せよ。

(3) その結果（解軌道が閉曲線になる）が何を意味するか、言葉で述

べよ。

■微分方程式の解析解 微分方程式の解を求めるためのコマンドが

DSolve[] です。たとえば、初期値問題

x′(t) = x(t), x(0) = 1

を解くには DSolve[{x'[t]==x[t],x[0]==1},x[t],t] とします。

出力はもちろん {{x[t]->Exp[t]}} です。

■微分方程式の数値解法 ところが、ほとんどすべての微分方程式

はその解を初等関数で表すことができません。これは努力が足りない

からできないのではなく、不可能であることが証明されています。そ

こで、解析解（微分方程式をみたす関数）を求めるのは諦めて、かわり

に数値解（微分方程式を近似的にみたす数値の列）を求めます。いっ

たん数値解を求めることができれば、それをグラフィクスで可視化す

るなどして、解の振る舞いを理解することができます。このようにし

て微分方程式を調べる方法を、微分方程式の数値解法といいます。さ

て、数値解法の手順は

1. まず、微分方程式を離散化して適当な差分方程式を導出し、

2. 次に、その差分方程式の数値解を求めます。

差分方程式を数値的に解くこと自体は簡単なので、数値解法の肝は手

順 1にあります。微分方程式の離散化の仕方はいろいろなテクニック

が知られています。ここではロトカ・ヴォルテラ方程式{
x′(t) = x(t) (2− y(t))
y′(t) = −y(t) (3− 2x(t))

を例にとって、もっともよく知られた 2種類の離散化のスキーム（オ

イラー法とルンゲ・クッタ法）を紹介します。初期値は

x(0) = 2, y(0) = 1

としておきましょう。差分間隔を表す正定数を ϵとし、それをあらか

じめ適当な値に固定しておきます（たとえば ϵ = 0.1など）。

• オイラー法。これは最も単純な離散化のスキームです。微分を前
進差分におきかえることによって、差分方程式を導出する方法で

す。すなわち、ロトカ・ヴォルテラ方程式に対して差分方程式系
xn+1 − xn

ϵ
= xn (2− yn)

yn+1 − yn
ϵ

= −yn (3− 2xn)

を考えます。整理して{
xn+1 = xn + ϵxn (2− yn)
yn+1 = yn − ϵyn (3− 2xn)

です。この差分方程式系は初期値 x0 = 2, y0 = 1から次々に値が

決まっていきます。プログラムはたとえば次のように書けばよい

でしょう。

e=0.1;

max=37;

x[n_]:=x[n-1]+e*x[n-1]*(2-y[n-1]);

y[n_]:=y[n-1]-e*y[n-1]*(3-2*x[n-1]);

x[0]=2;

y[0]=1;

list=Table[{x[n],y[n]},{n,0,max}];

ListPlot[list,Joined->True,PlotMarkers->Automatic]

ところが、実行してみると分かりますが、このプログラムは計算に

とても時間がかかってしまうため、実用的ではありません。再帰

的な計算をするのに無駄が多いせいです。そこで数列の再帰計算

に特化したコマンド RecurrenceTable を使います。このコマン

ドを利用すると、瞬時に計算が終わります。

7



e=0.1;

max=37;

system={x[n+1]==x[n]+e*x[n]*(2-y[n]),

y[n+1]==y[n]-e*y[n]*(3-2*x[n]),

x[0]==2,

y[0]==1};

list=RecurrenceTable[system,{x,y},{n,0,max}];

ListPlot[list,Joined->True,PlotMarkers->Automatic]

こうした離散的な計算は Mathematica の得意分野です。関連す

る話題についてはMathematicaのメニューから「ヘルプ」→「ド

キュメントセンター」をたどり、検索窓に「離散微積分」または

「DiscreteCalculus」を入力してみてください。

• ルンゲ・クッタ法。数値解法というのは近似解法なので、どのよ
うな数値解法も誤差は免れません。そこで近似の精度を上げるた

めに、いろいろの数値解法が提案されています。なかでもルンゲ・

クッタ法はオイラー法にくらべて精度がずっと高く、汎用的な離

散化手法として有名です。ルンゲ・クッタ法は、ロトカ・ヴォルテ

ラ方程式を 
xn+1 − xn

ϵ
=

F1 + 2F2 + 2F3 + F4

6
yn+1 − yn

ϵ
=

G1 + 2G2 + 2G3 +G4

6

のように離散化します。左辺の微分は、オイラー法と同様、前進差

分によって素直に離散化していますが、右辺の離散化がテクニカ

ルです。ここに現れる F1, F2, F3, F4 と G1, G2, G3, G4 はそれ

ぞれ次の手順によって定められる数列です。記述を簡単にするた

めに

f(x, y) = x (2− y)

g(x, y) = −y (3− 2x)

とします。このとき、まず

F1 = f (xn, yn)

G1 = g (xn, yn)

とおいて、次に

F2 = f
(
xn +

ϵ

2
F1, yn +

ϵ

2
G1

)
G2 = g

(
xn +

ϵ

2
F1, yn +

ϵ

2
G1

)
とし、その次に

F3 = f
(
xn +

ϵ

2
F2, yn +

ϵ

2
G2

)
G3 = g

(
xn +

ϵ

2
F2, yn +

ϵ

2
G2

)
とおいて、最後に

F4 = f (xn + ϵF3, yn + ϵG3)

G4 = g (xn + ϵF3, yn + ϵG3)

と し ま す 。手 順 が や や 複 雑 で す が F1, F2, F3, F4 と

G1, G2, G3, G4 はすべて xn と yn だけから決まっている（xn+1

や yn+1 は現れない）ことに注意しましょう。したがって、ルンゲ・

クッタ法によって導出した差分方程式系は、初期値 x0 = 2, y0 = 1

から次々に値が決まっていきます。ルンゲ・クッタ法のプログラ

ムはたとえば次のように書けばよいでしょう。

e=0.1;

max=37;

f[1,x_,y_]=x*(2-y);

f[2,x_,y_]=-y*(3-2*x);

initx=2;

inity=1;

F1[m_,x_,y_]=f[m,x,y];

F2[m_,x_,y_]=f[m,x+e*F1[1,x,y]/2,y+e*F1[2,x,y]/2];

F3[m_,x_,y_]=f[m,x+e*F2[1,x,y]/2,y+e*F2[2,x,y]/2];

F4[m_,x_,y_]=f[m,x+e*F3[1,x,y],y+e*F3[2,x,y]];

system={x[n+1]==x[n]+e*(F1[1,x[n],y[n]]

+2*F2[1,x[n],y[n]]

+2*F3[1,x[n],y[n]]

+F4[1,x[n],y[n]])/6,

y[n+1]==y[n]+e*(F1[2,x[n],y[n]]

+2*F2[2,x[n],y[n]]

+2*F3[2,x[n],y[n]]

+F4[2,x[n],y[n]])/6,

x[0]==initx,

y[0]==inity};

list=RecurrenceTable[system,{x,y},{n,0,max}];

ListPlot[list,Joined->True,PlotMarkers->Automatic]

• 数値解の比較。次のグラフは、オイラー法による数値解（青色）と
ルンゲ・クッタ法による数値解（赤色）を示したものです。
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– 同一の初期値 x0 = 2, y0 = 1から始めていますが、ふたつの曲線

はかなり異なった様子を示しています。青色の曲線と赤色の曲線、

どちらが正しい答えでしょうか。以下に述べるように、ロトカ・

ヴォルテラ方程式の解は常に周期的になる（すなわち解軌道が閉曲

線となる）ことが証明できるので、正しい答えは赤色の曲線です。

– ロトカ・ヴォルテラ方程式を変形して

(log x(t))′ = 2− y(t), (log y(t))′ = −3 + 2x(t)

なので、とくに

(−3 + 2x(t)) (log x(t))′ − (2− y(t)) (log y(t))′ = 0

が成りたちます。この両辺は tについて積分できて

−3 log x(t) + 2x(t)− 2 log y(t) + y(t) = C

です。したがって解軌道は、初期値で決まる C の値を保つような

閉曲線

−3 log x(t) + 2x(t)− 2 log y(t) + y(t)

= −3 log x(0) + 2x(0)− 2 log y(0) + y(0)

となります。実際これが閉曲線であることを確かめるには、定数

C の値をひとつ固定したときに、集合

S =
{t(x, y) ∈ R2

∣∣ − 3 log x+ 2x− 2 log y + y = C
}

が有界であることを証明すればよいでしょう（省略）。この議論で

はロトカ・ヴォルテラ方程式をまったく解いていないにもかかわ

らず、解の性質（周期解になる）がわかってしまったことに注意し

ます。このように、微分方程式を解かずに微分方程式の解の挙動

を調べる研究分野を力学系といいます。
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– 一般にルンゲ・クッタ法はオイラー法に比べてよい結果を示しま

す。詳しくは誤差の評価をしなければなりませんが、オイラー法

が 1 次の精度しかないのに対し、ルンゲ・クッタ法は 4 次の精度

をもっています。

以上、数値解法の基礎を学びました。プログラムを書くのが大変だ

と感じた人もいるでしょう。もっと手軽に数値解法を利用したいひと

のために、Mathematicaでは NDSolve[] という命令が用意されてい

ます。この命令を使うと、ユーザーは離散化の手続きを一切気にする

ことなく、微分方程式の数値解を求めることができます。

■実習課題
1. ロジスティック方程式

x′(t) = x(t) (1− x(t)) , x(0) =
1

2

について次の問に答えよ。

(1) 解析解を求めよ。また 0 ≤ t ≤ 30の範囲でグラフを描け。ヒ

ント：グラフは Plot のオプションに PlotRange->{0,1} をつ

ける。

(2) ロジスティック方程式をオイラー法によって

xn+1 = xn + ϵ xn (1− xn) , x0 = 0.5

と離散化する。定数 ϵ の値によって数値解の性質が変化すること

をみよう。

(i) ϵ = 0.1 のとき数値解 xn を 0 ≤ n ≤ 1000 の範囲でプロット

せよ。数値解がロジスティック方程式の解析解とよく似た挙動を

みせることがわかる。

(ii) ϵ = 3のとき数値解 xn を 0 ≤ n ≤ 1000の範囲でプロットせ

よ。数値解はカオス的になり、ロジスティック方程式の解析解と

はまったく異なる挙動をみせることがわかる。

(3) ロジスティック方程式をルンゲ・クッタ法によって離散化し、

数値解をプロットせよ。また、差分間隔 ϵ の値によって数値解の

性質が変化するかどうか確かめよ。

2. メトロノームのシミュレーションをしてみましょう。

(1) 単振動（水平ばね振り子）の微分方程式

mx′′(t) = −k x(t)

について次の問に答えよ。ただし k/m = 1/2とする。

(i) 解析解を求めよ。

(ii) 位置 x(t)に対して速度 y(t) = x′(t)を考える。このとき位置

と速度の組 (x(t), y(t))をプロットした平面を相平面という。相平

面内のベクトル場とその積分曲線を描け。ヒント：位置 x(t)と速

度 y(t)は、微分方程式系{
x′(t) = y(t)
y′(t) = −(k/m)x(t)

をみたす。ベクトル場と積分曲線の描きかたは前回のプリント

参照。

(2) 単振動（粘性抵抗のある水平ばね振り子）の微分方程式

mx′′(t) = −k x(t)−2c x′(t), k/m = 1/2, 2c/m = 1/
√
2

に対して、その相平面内のベクトル場と積分曲線を描け。また、初

期値を

(x(0), y(0)) = (0,−2) , (0,−1) , (0, 1) , (0, 2)

としたときの解軌道を描け。解軌道が急激に原点に吸い込まれる

様子がわかる。ヒント：まず位置と速度がみたす微分方程式系を

手で求める（簡単）。解軌道の描き方は前回のプリント参照。

(3) メトロノームは、基本的には減衰振動子だが、針が中心付近を

通過するときに、その運動方向に力が加わるような仕組みがある。

これを記述する微分方程式として次のものが考えられる。

mx′′(t) = −k x(t)− 2c x′(t) + p
(
x(t), x′(t)

)
ただし関数 pは x = 0付近で弾く力を表す。以下ではm = 1, k =

1, c = 0.2とし、関数 pを

p
(
x, x′) = { q(x) （ただし x′ > 0のとき）

−q(−x) （ただし x′ < 0のとき）

q(x) =


0 （ただし x < 0.01のとき）

8x− 2/25 （ただし 0.01 ≤ x < 0.06のとき）

−8x+ 22/25 （ただし 0.06 ≤ x < 0.11のとき）

0 （ただし x ≥ 0.11のとき）

とする。相平面内のベクトル場と積分曲線を描け。また、初期値を

(x(0), y(0)) = (0.6, 0) , (0.1, 0)

としたときの解軌道を描け。前問の減衰振動の場合と違って、解

軌道は原点に吸い込まれずに、ある閉曲線に引き寄せられていく

様子が分かる。ヒント：まず位置と速度がみたす微分方程式系を

手で求める（簡単）。つぎに関数 pの定義が面倒だが、定義をよく

眺めると

p(x, y) = sign(y)max

{
0,

2

5
− 8

∣∣∣∣x− sign(y)
3

50

∣∣∣∣}
と書けることがわかる。ただし sign(y) は y の符号。これならす

ぐにプログラム可。

■グラフィクス いままでも度々グラフィクスのコマンドを利用し

てきました。平面図形ならば Plot[] や ParametricPlot[] が代表

的で、空間図形ならば Plot3D[] や ParametricPlot3D[] をよく使

います。今回は、曲面上に等高線を描くコマンド ContourPlot3D[]

を紹介します。等高線を描くと、場合によっては、空間図形の形状を

よりよく把握することができます。例として関数

f(x, y) =


xy
(
x2－ y2

)
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)のとき

0 (x, y) = (0, 0)のとき

を考えます。このように場合分けのある関数は Piecewise[] で

f[x_,y_]:=Piecewise[{{0,x==0&&y==0}},

x*y*(x^2-y^2)/(x^2+y^2)]

と定義します。関数 f は原点において偏微分の順序が交換できない、

すなわち fxy (0, 0) ̸= fyx (0, 0) となる病的な関数ですが、グラフを

Plot3D[] で描くと、形状はいたってふつうで、いったいどこが病的

なのかわかりません。そこで等高線を描いてみます。

ContourPlot3D[z==f[x,y],{x,-1,1},{y,-1,1},{z,-1,1},

MeshFunctions->{#3&},Mesh->20]

わかりますか。原点の周辺に所々「空白」があることに注目します。

範囲を {z,-0.01,0.01} に変えて、さらに原点付近をマウスで拡大

（Ctrl を押しながらマウスを動かす）してみましょう。

■複素関数 皆さんが慣れ親しんでいる関数は、実数を変数とする実

数値の関数です。これに対し、複素数を変数とする複素数値の関数を

複素関数といいます。たとえば、複素数 z に対して複素数 z2 を対応

させる関数を f としましょう。すなわち f(z) = z2 です。このとき、

複素数を実部と虚部にわけて考えると、z = x+
√
−1y に対して

f(z) = z2 =
(
x+

√
−1y

)2
= x2 − y2 +

√
−1 (2xy)
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となります。したがって

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy

とおくと f(z) = u(x, y) +
√
−1v(x, y)と書けます。このように、複

素関数をひとつ与えることは、ふたつの 2変数関数 u, v を与えること

と同等です。

– 複素関数についての理論を「関数論」といいます。関数論の主役は

微分可能な複素関数であり、これを正則関数といいます。正則関

数は、実部と虚部がたがいに独立ではなく、一方を与えると、他方

が定数倍の差を除いて決まってしまいます。

さて、実関数の場合は、その性質を調べる際、グラフを利用すると便

利であることは周知の通りです。しかし複素関数に対して同じことを

しようとすると 4次元空間が必要となり、これをそのまま可視化する

ことは不可能です。では、まったくお手上げかというと、必ずしもそ

うではありません。以下では、複素関数をいかにして可視化するか、

という問題を考えてみましょう。

• まずは素朴に、複素関数の実部と虚部を並べてみます。
f[z_]=z^2;

a=Plot3D[Re[f[x+I*y]],{x,-3,3},{y,-3,3}];

b=Plot3D[Im[f[x+I*y]],{x,-3,3},{y,-3,3}];

GraphicsRow[{a,b}]

さきほど計算したように実部は x2 − y2 で虚部は 2xy なので、こ

れらふたつのグラフが並んで表示されます。しかし、このふたつ

のグラフがなぜ「複素数 z を 2乗すること」を表現しているのか、

実感がわきません。

• つぎに複素関数をひとつのグラフで表現することを考えます。
– 複素数はその絶対値と偏角で決まります。これを復習しましょう。

複素数 z = x+
√
−1y に対して平面の点 t(x, y)を対応させます。

このときの平面を複素平面と呼びます。複素平面内の点 t(x, y)を

極座標で表示すれば x = r cos θ, y = r sin θ と書けます。値 r を

複素数 z の絶対値（あるいは大きさ）といい、記号で |z| と書き
ます。また、値 θ を複素数 z の偏角といい、記号で arg(z)と書き

ます。

– この事実を利用して、複素関数をひとつのグラフで表現します。絶

対値は通常どおりグラフで表示して、偏角は色で表現します。た

とえば偏角をその値に応じて

list=Table[Style[1,Hue[h]],{h,0.5,-0.5,-0.005}];

PieChart[list,ChartBaseStyle->EdgeForm[None]]

と色分けすることにします。このとき

f[z_]=z^2;

myColor={ColorFunction->Function[{x,y,z},

Hue[Rescale[Arg[f[x+I*y]],{0,2*Pi}]]],

ColorFunctionScaling->False};

Plot3D[Abs[f[x+I*y]],{x,-2,2},{y,-2,2},

Evaluate[myColor],Mesh->False]

のように関数 f(z) = z2 をプロットすると、偏角が 2 倍のスピー

ドで変化していることが見てとれます。

• 次に定義域と値域を別々に描き、座標系がどのように写像される
か、その変化のしかたを観察します。複素平面をふたつ用意して、

ひとつを変数 z が動く平面とし、他方を関数値 f(z)が動く平面と

します。

– まずは直交座標系で考えます。定義域の複素平面において、実軸お

よび虚軸に平行な直線をそれぞれ青と赤で表示し、それぞれがどの

ような曲線に写像されるのか、対応関係を見やすくしておきます。

f[z_]=z^2; x0=0.5; y0=0.5;

a=Show[ParametricPlot[{x,y},{x,-1,1},{y,-1,1}],

ParametricPlot[{x0,y},{y,-1,1},PlotStyle->Red],

ParametricPlot[{x,y0},{x,-1,1},PlotStyle->Blue]];

g[x_,y_]=Through[{Re,Im}[f[x+I*y]]];

b=Show[ParametricPlot[g[x,y],{x,-1,1},{y,-1,1}],

ParametricPlot[g[x0,y],{y,-1,1},PlotStyle->Red],

ParametricPlot[g[x,y0],{x,-1,1},PlotStyle->Blue]];

GraphicsRow[{a,b}]

左側の図では青と赤の交点がひとつしかないのに、なぜ右側の図

では交点がふたつに増えるのですか。対応関係をよく観察すれば

わかります。

– つぎに極座標系で考えます。ここでも対応を見やすくするために、

定義域の複素平面において、原点からの距離が一定の円を青で表

示し、偏角が一定の直線を赤で表示しておきます。

f[z_]=z^2; r0=0.5; t0=0.5; tmin=0.05*Pi; tmax=0.95*Pi;

p[r_,t_]={r*Cos[t],r*Sin[t]};

a=Show[ParametricPlot[p[r,t],{r,0,1},{t,tmin,tmax}],

ParametricPlot[p[r0,t],{t,tmin,tmax},PlotStyle->Red],

ParametricPlot[p[r,t0],{r,0,1},PlotStyle->Blue]];

g[r_,t_]=Through[{Re,Im}[f[r*Cos[t]+I*r*Sin[t]]]];

b=Show[ParametricPlot[g[r,t],{r,0,1},{t,tmin,tmax}],

ParametricPlot[g[r0,t],{t,tmin,tmax},PlotStyle->Red],

ParametricPlot[g[r,t0],{r,0,1},PlotStyle->Blue]];

GraphicsRow[{a,b}]

– このように、定義域内で直交する 2 直線は、複素関数 f で写像さ

れたあと、値域内でもやはり直交することが分かります。この性

質は等角性と呼ばれ、正則関数がもっている特徴のひとつです。

■実習課題
1. 集合 X =

{
t(x, y, z) ∈ R3

∣∣ z = x2 − y2
}
がどのような図形をな

すか描いてみよう。記号の便利のため f(x, y) = x2 − y2 とおく。

集合

X1 =


 x

y
f (x, y)

 ∣∣∣∣∣ x, y ∈ R


X2 =


 u+ v

u− v
f (u+ v, u− v)

 ∣∣∣∣∣ u, v ∈ R


X3 =


 r cos θ

r sin θ
f (r cos θ, r sin θ)

 ∣∣∣∣∣ r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π


はいずれも X と等しく X = X1 = X2 = X3 である。

(1) 集合 X1, X2, X3 が表す図形をそれぞれ次の範囲でプロット

せよ。

X1 は − 1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1 の範囲で。

X2 は − 1/2 ≤ u ≤ 1/2, −1/2 ≤ v ≤ 1/2 の範囲で。

X3 は 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ < 2π の範囲で。

ヒント：?ParametricPlot3D

(2) 前問で描いた 3 つの図形はそれぞれ違う形をしているが、こ

れらはいずれも図形 X の一部分を切り取ったものであり、曲面と

しては同一のものを表現している。実際 X1 と X2 を同時に表示

すればぴったりと重なることがわかる。これを確かめよ。また X1

と X3 および X2 と X3 についても確認せよ。ヒント：?Show

2. 複素数について次の問に答えよ。

(1) 複素数 z に対して、級数

1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ · · ·

は収束することが知られている。このことを視覚的に確認しよう。
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級数の部分和を

S0 = 1

S1 = 1 + z

S2 = 1 + z + z2/2!

S3 = 1 + z + z2/2! + z3/3!

...

とおく。各 Sn は複素数だから複素平面内の点を表している。複素

数 z = 2 +
√
−1/2に対して、点 Sn (z)を 0 ≤ n ≤ 10の範囲で

プロットし、折れ線で結べ。点列 Sn がある点に収束していく様子

がわかる。ヒント：ListPlot のオプションに Joined->True を

つける。

(2) 前問の級数
∑∞

n=0 z
n/n!の収束値を ez と表す。このとき、複

素数 z を z = x+
√
−1y と表示しておくと、等式

ez = ex
(
cos y +

√
−1 sin y

)
が成りたつことが知られている。これをオイラーの公式という。

さらに一般に、正の実数 tに対してその複素数乗 tz を

tz = elog tz = ez log t

と定める。たとえば t = 2とすれば、複素数 z = x+
√
−1y に対

して
2z = 2x

(
cos (y log 2) +

√
−1 sin (y log 2)

)
である。これを確かめよ。ヒント：?ComplexExpand

3. リーマン予想というの、知ってますか。「ゼータ関数の非自明な零

点の実部は 1/2 だろう」という予想です。リーマン予想は正しそ

うだ、という雰囲気を味わってみましょう。ゼータ関数 ζ は

ζ (z) = −Γ (1− z)

2π
√
−1

∫
C

(−w)z−1

ew − 1
dw

と定義される複素関数で（右辺の意味はわからなくて結構。この

実習課題をするぶんには問題ありません。ただしもし、積分の意

味、積分路 C の取りかた、およびガンマ関数 Γ の定義について知

りたい場合は、適当な関数論のテキスト、たとえばアールフォルス

の「複素解析」など、を参照のこと）、とくに ℜ (z) > 1なる複素

数 z に対しては

ζ (z) = 1 +
1

2z
+

1

3z
+

1

4z
+ · · ·

という表示をもちます。また、ゼータ関数の零点というのは

ζ(z) = 0をみたす複素数 z のことです。負の偶数はすべてゼータ

関数の零点となることが知られていて、これを自明な零点といい

ます。負の偶数以外の零点を非自明な零点と呼びます。非自明な

零点の実部は 0以上 1以下であることが知られています。

(1) まずは ℜ (z) = 1/2 であるような複素数 z に対して、ゼータ

関数の値 ζ (z)がいつ 0になるかを調べてみよう。複素数 ζ (z)が

ゼロになることとその絶対値 |ζ (z)| がゼロになることは同値であ
ることに注意。そこで、実関数 f を

f(x, y) =
∣∣ζ (x+

√
−1y

)∣∣
と定める。関数 f(1/2, y) のグラフを 0 ≤ y ≤ 60 の範囲で描

け。たしかに零点がところどころに存在するのがわかる。ヒント：

?Zeta

(2) つぎに 0 ≤ ℜ (z) ≤ 1 であるような複素数 z に対して、ゼー

タ関数の値 ζ (z) がいつ 0 になるかを調べてみよう。リーマン予

想によれば ℜ (z) = 1/2 のときに限ってゼータ関数の値が 0 にな

りうるはずである。そこで、値 x0 ∈ [0, 1] をいくつか固定したう

えで関数 f(x0, y) のグラフを 0 ≤ y ≤ 60 の範囲で描き、それら

をつなげてアニメーション表示させてみよう。ヒント：基本的に

は Animate[Plot[f[x,y],{y,0,60}],{x,0,1}] とすればアニ

メーションが作れるが、各コマの描画範囲をそろえて見やすくす

るには Plot のオプションとして PlotRange を適当に指定する必

要あり。

(3) ゼータ関数のグラフを描き、リーマン予想の主張を確認せよ。

ただしゼータ関数の絶対値を高さとするグラフを考え、偏角に応

じてグラフを色分けすること。

ヒント①：問 (1) で定義した関数 f のグラフを描けばよい。偏角

による色分けの仕方は実習資料で説明済み（myColor）。

ヒント②：描画範囲が広いと大変なので、範囲を適当に分割する。た

とえば、関数 f[x,y] のグラフを {x,0,1},{y,10*n,10*(n+1)}

の範囲で描く関数を g[n_] とする。ただし Plot3D のオプショ

ンとして PlotPoints の値を大きめに指定しないとリーマン予

想が見えない。たとえば PlotPoints->{50,500} など。より

見やすくするために、オプションとして PlotRange->{0,1} と

BoxRatios->{1,5,1} も追加。

ヒント③：g[1], g[10], g[-100], g[12345] などいくつか好きな

数値を代入してグラフを鑑賞する。零点の実部がいつでも 1/2 に

なっていそうなことが確認できる。

■アニメーション 振り子の運動を表す微分方程式

θ′′ = −ω2 sin θ (2)

を題材に、アニメーションを作ってみましょう。

振り子の運動方程式：長さ lの軽い棒に質量mのおもりをつけ、天井

から吊します。図のように座標軸および角 θ をとります。

θ

y

x

重力加速度 g = 9.80665 を用いて ω =
√

g/l とおくと、おもりの運

動は微分方程式 (2)で表現できます。以下このことを説明します。

– ニュートンの運動方程式で考える方法。まず、おもりの位置は(
x(t)
y(t)

)
= l

(
sin θ(t)
cos θ(t)

)
です。以後面倒なので変数 tを書くのは省略します。微分して(

x′

y′

)
= lθ′

(
cos θ
− sin θ

)
です。さらに微分して、おもりの加速度 aは

a =

(
x′′

y′′

)
= lθ′′

(
cos θ
− sin θ

)
− l
(
θ′
)2(sin θ

cos θ

)
です。一方、おもりには、鉛直下向きに大きさ mg の力と、棒の

方向に棒からの張力がかかっています。張力の大きさを T としま

しょう。式で書けば、おもりに働く力 F は

F = mg

(
0
1

)
+ T

(
− sin θ
− cos θ

)
です。これらをニュートンの運動方程式ma = F に代入して

ml

(
θ′′
(

cos θ
− sin θ

)
−
(
θ′
)2(sin θ

cos θ

))
= mg

(
0
1

)
−T

(
sin θ
cos θ

)
です。両辺に (cos θ,− sin θ)を内積して T を消去したものが、振

り子の微分方程式 (2)です。
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– 大学の物理の講義でラグランジュの運動方程式を習った人は次の

ように考えましょう。ラグランジアン Lは

L =「運動エネルギー」−「位置エネルギー」

=
1

2
m
(
lθ′
)2 −mg (−l cos θ)

です。したがってラグランジュの運動方程式

d

dt

∂L

∂θ′
=

∂L

∂θ

に代入すれば、ただちに振り子の微分方程式 (2)を得ます。ニュー

トンの運動方程式では張力が出てきたのに、なぜラグランジュの

運動方程式では張力が出てこないのだろう、と疑問をもった人が

いるかもしれません。これは次のような事情です。いま説明した

方法では、動径方向の拘束条件を予め解いてしまったために張力

が登場していないのです。張力を求めるためには、極座標 (r, θ)を

導入し、動径方向の仮想的な運動を考える必要があります。すな

わち、拘束条件 r − l = 0のもと「ラグランジュの未定乗数法」の

考え方にしたがってラグランジアン

L =「運動エネルギー」−「位置エネルギー」− λ (r − l)

を導入し、ラグランジュの運動方程式

d

dt

∂L

∂θ′
=

∂L

∂θ
,

d

dt

∂L

∂r′
=

∂L

∂r

を計算します。実際に計算するとわかりますが、ラグランジュ乗

数 λがちょうど張力の大きさを表しています。

振り子の周期：アニメーションをきれいに作る（始まりのコマと終わ

りのコマをぴったり重ねる）ために、振り子の周期 P について計算し

ておきます。最大角を θ0 とすると、エネルギー保存の法則から

1

2
m
(
lθ′
)2

+mg (−l cos θ) = mg (−l cos θ0)

が成りたちます。すなわち(
dθ

dt

)2

= 2ω2 (cos θ − cos θ0)

です。振り子が θ = θ0 から θ = 0まで振れるのに要する時間は P/4

なので、この区間で積分すると∫ 0

θ0

1√
cos θ − cos θ0

dθ = −
∫ P/4

0

√
2ωdt = −

√
2ω

P

4

です。以上より、周期は

P =
4√
2ω

∫ θ0

0

1√
cos θ − cos θ0

dθ

となります。もうすこし右辺の定積分を計算するために、新しい変

数 ϕを

sin
θ

2
= sin

θ0
2

sinϕ

と導入します。この変数変換によって、周期は

P =
4

ω

∫ π/2

0

1√
1− sin2 (θ0/2) sin

2 ϕ
dϕ

と表示できます。右辺は、第一種完全楕円積分と呼ばれる定積分

K (k) =

∫ π/2

0

1√
1− k2 sin2 ϕ

dϕ (3)

を用いて

P =
4

ω
K

(
sin

θ0
2

)
(4)

と書けます。実際に第一種完全楕円積分の値を計算するには Mathe-

maticaのコマンド EllipticK[] を使います。ただしひとつ注意。式

(3) の右辺の定積分の値は、数学ではふつう K (k) と書くことが多い

のですが、Mathematicaでは EllipticK[k^2] と書きます。これを

EllipticK[k] と書かないように注意します。

アニメーション：微分方程式 (2)を数値的に解いて、振り子のアニメー

ションを作ってみます。いま計算したように、振り子の周期 P（1 往

復するのに何秒かかるか）は棒の長さ lと角 θ0 の値で決まります。角

θ0 はたとえば π/6 としましょう。棒の長さ l は、60 秒間に振り子が

ちょうど整数回（たとえば 20回）往復するように決めておくことにし

ます。つまり P は 20P = 60をみたすものとし、これを式 (4)を代入

して lの値を決めます。プログラムはたとえば次のように書きます。

(*振り子が 1分間に n往復するような棒の長さを求める*)

n=20;

tMax=60;

initAngle=Pi/6;

g=9.80665;

eq=4*Sqrt[x/g]*EllipticK[(Sin[initAngle/2])^2]==tMax/n;

length=Solve[eq,x];

l=x/.length[[1]];

(*運動方程式を数値的に解く*)

ode=theta''[t]==-(g/l)*Sin[theta[t]];

init={theta[0]==initAngle,theta'[0]==0};

ivp=Flatten[{ode,init}];

sol=NDSolve[ivp,theta,{t,0,tMax}];

(*2次元アニメーション*)

position={l*Sin[theta[t]],-l*Cos[theta[t]]}/.sol[[1]];

bob=Disk[position,0.05];

rod=Line[{{0,0},position}];

l2=1.1*l;

Animate[Graphics[{Black,bob,Gray,rod}/.t->time,

PlotRange->{{-l2,l2},{-l2,l2}}],{time,0,tMax},

DefaultDuration->tMax,SaveDefinitions->True]

オプション SaveDefinitions->True の意味を知るには、このオプ

ションを False に変更してみてください。ファイルを保存してから

いったん終了し、再度ファイルを開いてアニメーションを実行すると

どうなりますか。

次に振り子の数を増やします。15個の振り子が動く様子をひとつの

画面に同時に描いてみます。上記プログラムをすこしだけ変更すれば

できます。

(*k個の振り子が 1分間にそれぞれ n,n+1,...,n+k-1往復するよう

な棒の長さを求める*)

k=15;

n=20;

tMax=60;

initAngle=Pi/6;

g=9.80665;

eq=Table[4*Sqrt[x/g]*EllipticK[(Sin[initAngle/2])^2]

==tMax/(n+i-1),{i,1,k}];

length=Table[Solve[eq[[i]],x],{i,1,k}];

l=Table[x/.length[[i,1]],{i,1,k}];

(*k個の独立な運動方程式を数値的に解く*)

ode=Table[theta''[t]==-(g/l[[i]])*Sin[theta[t]],{i,1,k}];

init={theta[0]==initAngle,theta'[0]==0};

ivp=Table[Flatten[{ode[[i]],init}],{i,1,k}];
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sol=Table[NDSolve[ivp[[i]],theta,{t,0,tMax}],{i,1,k}];

(*2次元アニメーション*)

position=Table[{l[[i]]*Sin[theta[t]],

-l[[i]]*Cos[theta[t]]}/.sol[[i,1]],{i,1,k}];

bob=Table[Disk[position[[i]],0.05],{i,1,k}];

rod=Table[Line[{{0,0},position[[i]]}],{i,1,k}];

l2=1.1*l[[1]];

Animate[Graphics[{Black,bob,Gray,rod}/.t->time,

PlotRange->{{-l2,l2},{-l2,l2}}],{time,0,tMax},

DefaultDuration->tMax,SaveDefinitions->True]

15個の振り子が互いにぶつからないように、きちんと 3次元空間の中

に配置してみましょう。次のコードを末尾に追加します。

(*3次元アニメーション*)

position3D=Table[{i*0.2,l[[i]]*Sin[theta[t]],

-l[[i]]*Cos[theta[t]]}/.sol[[i,1]],{i,1,k}];

bob3D=Table[Sphere[position3D[[i]],0.05],{i,1,k}];

rod3D=Table[Line[{{position3D[[i,1]],0,0},

position3D[[i]]}],{i,1,k}];

Animate[Graphics3D[{Black,bob3D,Gray,rod3D}/.t->time,

PlotRange->{{0,(k+1)*0.2},{-l2,l2},{-l2,l2}}],

{time,0,tMax},DefaultDuration->tMax,SaveDefinitions->True]

■実習課題 振り子の運動をあらわす微分方程式 (2)の親戚に、サイ

ン・ゴルドン方程式とよばれる微分方程式がある。サイン・ゴルドン

方程式は 2変数関数 θ = θ(x, t)についての偏微分方程式(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
θ = − sin θ

であり、その解析解としてたとえば次のものが知られている。

θ1(x, t) = 4 arctan

(
c√

c2 − 1

sinh
(√

c2 − 1 t
)

cosh (c x)

)

θ2(x, t) = 4 arctan

(√
c2 − 1

c

sinh (c x)

cosh
(√

c2 − 1 t
))

θ3(x, t) = 4 arctan

 q√
1− q2

sin
(√

1− q2 t
)

cosh (q x)


ただし c, q はパラメータである。以下の問いに答えよ。

(1) 関数 θ1, θ2, θ3 はいずれもサイン・ゴルドン方程式の解である

ことを示せ。ヒント：?FullSimplify

以下ではパラメータの値を c = 2, q = 1/2とする。

(2) 関数 θ1 のグラフをアニメーションで表示せよ。ただしアニメー

ションのパラメータを t（−10 ≤ t ≤ 10）とし、各 t の値について

関数 θ1(x, t)のグラフを −10 ≤ x ≤ 10の範囲で描くこと。ヒント：

アニメーションを見やすくするためには Plot のオプションとして

PlotRange を適当に指定する必要あり。

(3) 関数 θ2 と θ3 についても同様にアニメーション表示せよ。

(4) サイン・ゴルドン方程式にしたがって動くような振り子のアニ

メーションを作ろう。3次元空間の中に 51個の振り子を一列にならべ

る。ただし、時刻 t における第 i 番目（i = 1, . . . , 51）の振り子のお

もりの位置 pi(t)を、サイン・ゴルドン方程式の解 θ (x, t)を用いて

pi(t) =
1

2

−5 + (i− 1) /5
sin θ (xi, t)

− cos θ (xi, t)

 , xi = −13 +
i

2

と定める。関数 θ1, θ2, θ3 のそれぞれについて −10 ≤ t ≤ 10の範囲

で振り子のアニメーションを作れ。ヒント：プログラムの概略は次の

とおり。

k=51;

x[i_]=-13+i/2;

p[theta_,i_,t_]:=1/2*{略,Sin[theta[x[i],t]],略};

bob[theta_,i_,t_]:=Sphere[p[theta,i,t],0.05];

rod[theta_,i_,t_]:=Line[略];

animation[theta_]:=Animate[略];

このとき、たとえば関数 θ1 に theta1 と名前をつけている場合は、

animation[theta1] を評価すると解 θ1 による振り子のアニメーショ

ンが表示される。

■手続き型プログラミング Mathematicaでは C言語のような通

常の手続き型プログラミングを行うことができます。そのとき使うの

が Module[] という命令です。これを使うことのメリットは「いくつ

かの処理をまとめてひとつの関数としてパッケージ化できる」点にあ

ります。例を挙げましょう。たとえば、実数 a, b, cが与えられたとき

「2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の解 x1, x2 を複素平面上にプロットす

る」ことを考えます。この作業をするには、まず 2次方程式を解いて

解 x1, x2 を求め、そのうえで平面の点 (ℜx1,ℑx1)および (ℜx2,ℑx2)

をプロットする、という手順を踏む必要があります。この 2つの手順

をひとつの関数としてまとめてしまいましょう。次のように書きます。

plotSol[a_,b_,c_]:=Module[{sol,p1,p2},

sol=Solve[a*x^2+b*x+c==0,x];

p1={Re[x],Im[x]}/.sol[[1]];

p2={Re[x],Im[x]}/.sol[[2]];

ListPlot[{p1,p2}]]

書式は

Module[{局所変数のリスト},

処理 1;

処理 2;

処理 3]

です。ここでもうひとつ新しいことを覚えます。アンダースコアの使

い方です。アンダースコアを 3つ並べると、これは「複数あってもよ

いし、まったくなくてもよい」という状況を想定したパターンの記述

方法になります。たとえば

plotSol[a_,b_,c_,option___]:=Module[{sol,p1,p2},

sol=Solve[a*x^2+b*x+c==0,x];

p1={Re[x],Im[x]}/.sol[[1]];

p2={Re[x],Im[x]}/.sol[[2]];

ListPlot[{p1,p2},option]]

と書くことで、プロットのオプションが楽に指定できるようになりま

す。すなわち plotSol[1,2,3] と書けば、点はデフォルトの設定で

プロットされ、plotSol[1,2,3,PlotStyle->Red] と書けば赤丸で、

plotSol[1,2,3,PlotStyle->Red,PlotMarkers->{Automatic,10}]

と書けば大きな赤丸でプロットされます。アンダースコアの詳細に

ついては ?Blank（アンダースコア 1つ）や ?BlankSequence（アン

ダースコア 2つ）や ?BlankNullSequence（アンダースコア 3つ）。

また、複雑な処理をするときのテクニックとして基本的なのは、条

件分岐と反復処理です。プログラミング I（C 言語）を履修している

ひとにとってはお馴染みの内容でしょう。

• 条件分岐を行うには If[] を使います。書式は If[cond,t,f] で

す。cond の評価の結果が True ならば t を評価し、False なら

ば f を評価します。たとえば

abs[x_]:=If[x<0,-x,x]

のように使います。
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• 反復処理を行うには For[] または While[] を使います。反復処

理の基本構造には 2 つの種類があります。ひとつは、繰り返しの

実行回数を定めておくものであり、これには For[] を用います。

もうひとつは、繰り返しのたびに条件判断を行って続行や打ち切

りを決定するものであり、これには While[] を用います。それぞ

れについて説明します。

– コマンド For[] の書式は For[start,test,incr,body] です。

これは、まず start を実行し test が True を返さなくなるまで

body と incr を繰り返し評価します。評価の順番は test, body,

incr の順に行われます。たとえば

fact[n_]:=Module[{x=1,i},

For[i=1,i<=n,i++,x=i*x];

Return[x]]

のように使います。また、このように、Module 内部で用いる局所

変数は、宣言と同時に初期化することができます。

– コマンド While[] の書式は While[test,body] です。これは

test が True を返さなくなるまで test と body を繰り返し評価

します。たとえば n 以下の自然数値を当てさせるゲームを作りま

しょう。正解するまで入力を要求します。いつ正解するのか分か

らないので For[] ではなく While[] を使います。

numbers[n_]:=Module[{atari=RandomInteger[{1,n}],m},

m=Input[];

While[m!=atari,

If[m>atari,

Print["もっと小さい数"],

Print["もっと大きい数"]];

m=Input[];];

Print["あたり"]]

■実習課題
1. 自然数m,nに対して、方程式

am+ bn = gcd(m,n) (5)

をみたす整数 a, b の組が無数に存在することが知られている。た

だし gcd(m,n) は m,n の最大公約数である。式 (5) をベズーの

恒等式という。入力m,nに対して、式 (5)の解 a, bを一組見つけ

たうえでベクトル (a, b, gcd(m,n)) を返すような関数 bezout を

作れ。

ヒント①：ベズーの恒等式をみたす整数 a, b を具体的に一組求め

るためには「ユークリッド互除法」が有効です。ユークリッド互除

法のアルゴリズムのひとつに次のものがあります。

– 開始：ベクトル u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), t =

(t1, t2, t3) および変数 q を用意する。ただしベクトル u,v

の初期値は u = (1, 0,m), v = (0, 1, n)とする。

– ループ：v3 が 0でない限りつぎの操作を続ける。

1. u3 を v3 で割ったときの商を q とおく。

2. u− q v を tとおく。

3. v を改めて uとおく。

4. tを改めて v とおく。

– 終了：ベクトル u を返す。このとき u3 = gcd(m,n) でしか

も u1m+ u2n = u3 が成り立つ。

ヒント②：このアルゴリズムを素直にプログラミングすればよい

でしょう。そのためには Module を使うのが自然です。たとえば

bezout[m_,n_]:=Module[{u={1,0,m},v={0,1,n},t,q},

省略;

Return[u]]

などと書きます。ヒント③：?Quotient

2.「6 以上の全ての偶数は、ふたつの奇素数の和で表すことができる

だろう」という予想（ゴールドバッハ予想）があります。奇素数と

いうのは 3 以上の素数のことです。実際にいくつかの偶数につい

てゴールドバッハ予想を確かめてみましょう。以下では n と書け

ばそれは 6以上の偶数であるとします。

(1) n = p1 + p2 となる奇素数 p1, p2 のすべての組み合わせ

を出力するような関数 goldbach1 を作れ。ただし、たとえば

goldbach1[26] を評価したら

26=3+23

26=7+19

26=13+13

と表示するようにせよ。ヒント①：関数の定義には Module を使

い、その内部では 3 以上 n/2 以下のすべての素数 p について順

に n − p が素数かどうかを判定し、もし素数だったら p と n − p

を Print 文で出力するようにする。ヒント②：?PrimeQ, ?Print,

?Prime

(2) n = p1 + p2 となる奇素数 p1, p2 の組み合わせの総数を an と

する。入力 n に対して an の値を返すような関数 goldbach2 を

作れ。たとえば goldbach2[26] の値は 3 である。ヒント：ほぼ

(1) と同じ。反復処理が何回行われたかを数えるためのカウンタを

局所変数として用意するだけ。

(3) 前問 (1), (2) の関数を統合して関数 goldbach3 を作れ。ただ

し goldbach3[26] を評価したら

26=3+23

26=7+19

26=13+13

を表示し、goldbach3[26,length] を評価したら 3 を返すように

すること。ヒント①：アンダースコア 3つ。ヒント②：?UnsameQ

(4) 前問 (3) の関数を改良して、次のような動作をする関数

goldbach を作れ。goldbach[26] を評価したら

26=3+23

26=7+19

26=13+13

を表示し、goldbach[26,length] を評価したら 3 を返し、さらに

goldbach[26,graph]を評価したら平面内に点列 (6, a6), (8, a8),

. . ., (24, a24) , (26, a26) をプロットする。関数が定義できたら、

いくつかの m に対して（たとえば m = 1000, 2000, 3000, 4000

など）グラフ goldbach[m,graph] を描いてみよ。ゴールドバッ

ハ予想がたしかに正しそうであることが分かる。
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