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アファイン球面の超離散化（に向けて）

福岡大学理学部 松浦 望∗ (Matsuura Nozomu)

概 要

昨年, 廣田と高橋 [4] によって超離散ツィツェイカ方程式が提出された. ツィツェイカ方程式はアファイ
ン球面を記述する方程式である. また, 差分ツィツェイカ方程式が差分アファイン球面を記述することも知
られている. そこで, 超離散ツィツェイカ方程式の幾何的な対応物がどんなものであるかを知りたい (とい
うのが最終目標だが, まだ到底その段階には至っていない).
このノートの内容はつぎのとおりである. 第 1節と第 2節でアファイン球面および差分アファイン球面に

ついて簡単にまとめたのち, 第 3節でそれらの例を与える. 以上は概ねボベンコとシーフの論文 [2]の要約
である. 第 4節でアファイン球面の超離散化へ向けて, 簡単な実験をして終わりたい.

1 アファイン球面

不定値なアファイン計量 hをもつアファイン球面 f : D → A3, (u, v) 7→ f(u, v)を考える. このとき座標
系 (u, v)が漸近座標系にとれて h = 2ω dudvと書ける. ガウスの公式は

∂u
2f =

∂uω

ω
∂uf +

a

ω
∂vf, (1)

∂u∂vf = ωf, (2)

∂v
2f =

b

ω
∂uf +

∂vω

ω
∂vf (3)

であり, 可積分条件 (ガウスとコダッチの方程式) は

∂u∂v log ω − ω +
ab

ω2
= 0, (4)

∂va = 0, (5)

∂ub = 0 (6)

である. 逆に連立方程式 (4)–(6) の解に対して, 等積アファイン変換の差を除き, アファイン球面がただひ
とつ定まる. 以上のことの詳細および証明は, 適当な書籍 (たとえば [1, pp. 48, 65, 105]など) を参考のこ
と. このノートでは連立方程式 (4)–(6) をツィツェイカ方程式と呼ぶ. ツィツェイカ方程式 (4)–(6) は変換

a 7→ λa, b 7→ λ−1b, λ ∈ R×

により変わらないから, これによりアファイン球面の 1径数族
{
fλ

}
を得る. 径数 λをスペクトル径数とい

う. 以下, 各 fλ のことを, それに付随したツィツェイカ方程式の解 ω, a, bを込めて (f, ω, a, b, λ)と書く.

定理 1.1 (ベックルント変換 [2, p. 121]) アファイン球面 (f, ω, a, b, λ)に対して

f̂ = f +
2µ

λ − µ

∂v log ψ

ω
∂uf − 2λ

λ − µ

∂u log ψ

ω
∂vf (7)
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とおく. ただし函数と径数の組 (ψ, µ)は (f, ω, a, b, µ)に関するガウスの公式 (1)–(3) のスカラー解, すな
わち

∂u
2ψ =

∂uω

ω
∂uψ +

µa

ω
∂vψ,

∂u∂vψ = ωψ,

∂v
2ψ =

µ−1b

ω
∂uψ +

∂vω

ω
∂vψ

をみたすものとする. このとき
(
f̂ , ω̂, a, b, λ

)
もアファイン球面となる. ただし

ω̂ = ω − 2∂u∂v log ψ

である.

証明は, 組
(
f̂ , ω̂, a, b, λ

)
がガウスの公式 (1)–(3) をみたすことを, 直截に計算で確かめればよい.

2 差分アファイン球面

この節では, 差分アファイン球面の定義, 差分アファイン球面に対するガウスの公式, およびベックルント
変換について述べる.

定義 2.1 正数 ε, δを任意に固定する. 写像 f : εZ × δZ → A3, (u, v) 7→ fu
v が差分アファイン球面であると

は, 次のふたつが成り立つことをいう.

• 各 (u, v) ∈ εZ × δZに対して 5点 fu
v , fu+ε

v , fu−ε
v , fu

v+δ, fu
v−δ は同一平面上にある.

• 各 (u, v) ∈ εZ × δZに対してベクトル fu+ε
v+δ + fu

v とベクトル fu+ε
v + fu

v+δ は平行である.

はじめの条件は漸近座標系を採ったこと (1), (3) の差分化, あとの条件は漸近座標系に関して調和 (2) で
あることの差分化, と理解できる. 差分アファイン球面の例は第 3節を見よ.

定理 2.2 ([2, p. 119]) 差分アファイン球面 f : εZ× δZ → A3に対して, 函数 ω, a, b : εZ× δZ → Rが存在
して, つぎの偏差分方程式系をみたす.

∆+u∆−ufu
v =

(
∆−uωu

v

ωu
v

− δ

2
ωu−ε

v

)
∆+ufu

v +
au

v

ωu
v

∆+vfu
v , (8)

∆+u∆+vfu
v =

ωu
v

2
(
fu+ε

v + fu
v+δ

)
, (9)

∆+v∆−vfu
v =

bu
v

ωu
v

∆+ufu
v +

(
∆−vωu

v

ωu
v

− ε

2
ωu

v−δ

)
∆+vfu

v , (10)

および

ωu
v ∆−u∆−vωu

v − ∆−uωu
v ∆−vωu

v

ωu
v−δω

u−ε
v

−
ωu

v + ωu−ε
v−δ

2
− εδ

4
ωu

v ωu−ε
v−δ +

2 + εδωu−ε
v−δ

2 + εδωu
v

au
vbu

v

ωu
v−δω

u−ε
v

= 0, (11)

au
v

(
2 + εδωu−ε

v−δ

)
− au

v−δ (2 + εδωu
v ) = 0, (12)

bu
v

(
2 + εδωu−ε

v−δ

)
− bu−ε

v (2 + εδωu
v ) = 0. (13)

ただし記号 ∆+u は uに関する前進差分をあらわし, ∆−u は uに関する後進差分をあらわすものとする.
記号∆±v についても同様である. たとえば

∆+ufu
v =

fu+ε
v − fu

v

ε
, ∆−vfu

v =
fu

v − fu
v−δ

δ
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など. 証明は両立条件を計算するだけ (詳しい計算は文献 [3, pp. 3-50–3-52]にある) なので略す. このノー
トでは連立方程式 (11)–(13) を差分ツィツェイカ方程式と呼ぶ.

注意 2.3 新たな函数 τ : εZ × δZ → Rを

2au
v

2 + εδωu
v

=
(τu

v )2

τu−ε
v τu+ε

v
,

2bu
v

2 + εδωu
v

=
(τu

v )2

τu
v−δτ

u
v+δ

,
2 + εδωu

v

2
=

τu+ε
v τu

v+δ

τu
v τu+ε

v+δ

によって定義しよう. このとき式 (12), (13) は自明であって, 式 (11) は

1
ε3δ3

det

 τu
v τu+ε

v τu+2ε
v

τu
v+δ τu+ε

v+δ τu+2ε
v+δ

τu
v+2δ τu+ε

v+2δ τu+2ε
v+2δ

 +
1
4

(
τu+ε
v+δ

)3
= 0

と書ける.

つぎに差分アファイン球面に対するベックルント変換を考える. 差分ツィツェイカ方程式 (11)–(13) は
変換

(au
v , bu

v ) 7→
(
λau

v , λ−1bu
v

)
, λ ∈ R×

によって変わらないから, 差分アファイン球面は 1径数族
{
fλ

u,v

}
を持つ. 以下, 各 fλ

u,v のことを, それに付
随した差分ツィツェイカ方程式の解 ωu

v , au
v , bu

v を込めて (fu
v , ωu

v , au
v , bu

v , λ)と書く.

定理 2.4 (ベックルント変換 [2, p. 126]) 差分アファイン球面 (fu
v , ωu

v , au
v , bu

v , λ)に対して

f̂u
v =

λ − µ

λ + µ
fu

v +
µ

λ + µ

2 + εδωu
v

ωu
v

∆+vψu
v

ψu
v

∆+ufu
v − λ

λ + µ

2 + εδωu
v

ωu
v

∆+uψu
v

ψu
v

∆+vfu
v (14)

とおく. ただし函数と径数の組 (ψu
v , µ)は, 差分アファイン球面 (fu

v , ωu
v , au

v , bu
v , µ)に関するガウスの公式

(8)–(10) のスカラー解, すなわち

∆+u∆−uψu
v =

(
∆−uωu

v

ωu
v

− δ

2
ωu−ε

v

)
∆+uψu

v +
µau

v

ωu
v

∆+vψu
v ,

∆+u∆+vψu
v =

ωu
v

2
(
ψu+ε

v + ψu
v+δ

)
,

∆+v∆−vψu
v =

µ−1bu
v

ωu
v

∆+uψu
v +

(
∆−vωu

v

ωu
v

− ε

2
ωu

v−δ

)
∆+vψu

v

をみたすものとする. このとき
(
f̂u

v , ω̂u
v , âu

v , b̂u
v , λ

)
も差分アファイン球面である. ただし

ω̂u
v =

ψu+ε
v ψu

v+δ

ψu
v ψu+ε

v+δ

ωu
v − 2

εδ

ψu
v ψu+ε

v+δ − ψu+ε
v ψu

v+δ

ψu
v ψu+ε

v+δ

,

âu
v =

ψu+ε
v ψu

v+δ

ψu
v ψu+ε

v+δ

(ψu
v )2

ψu−ε
v ψu+ε

v
au

v ,

b̂u
v =

ψu+ε
v ψu

v+δ

ψu
v ψu+ε

v+δ

(ψu
v )2

ψu
v−δψ

u
v+δ

bu
v

とする.

証明は, 組
(
f̂u

v , ω̂u
v , âu

v , b̂u
v , λ

)
がふたたびガウスの公式 (8)–(10) をみたすことを, 直截に計算で示せば

よい. 略す.

3



3 例

差分アファイン球面の例は, 後出の式 (21) や式 (31) で与えられる. この節ではこれら 2式の導出方法を
論文 [2, pp. 132–134]にしたがって述べる.

例 3.1 グラフ
(
x2 + y2

)
z = 1はもっとも簡単なアファイン球面の例である. 図 1を参照. このグラフは

f =

exp (−r (u + v)) cos
(√

3r (u − v)
)

exp (−r (u + v)) sin
(√

3r (u − v)
)

exp (2r (u + v))

 (15)

と漸近座標系 (u, v)で径数表示できる. ただし r ∈ R× は任意の定数†とする. ガウスの公式は

∂u
2f = 2r∂vf, ∂u∂vf = 4r2f, ∂v

2f = 2r∂uf

となり, 対応するツィツェイカ方程式の解は, 定数函数

ω = 4r2, a = b = 2r

である. さて, このグラフの差分化 f : εZ × δZ → A3 を考えよう. そのため, 対応する差分ツィツェイカ方
程式の解 ω, a, b : εZ × δZ → Rをそれぞれ定数函数とする. このとき定理 2.2より写像 f と定数 ω, a, bは

∆+u∆−ufu
v = −δω

2
∆+ufu

v +
a

ω
∆+vfu

v , (16)

∆+u∆+vfu
v =

ω

2
(
fu+ε

v + fu
v+δ

)
, (17)

∆+v∆−vfu
v =

b

ω
∆+ufu

v − εω

2
∆+vfu

v (18)

および

εδω4 + 4ω3 − 4ab = 0

をみたす. ガウスの公式 (16)–(18) のスカラー解 φ : εZ × δZ → Rが, 正の定数 s, t ∈ R \ {1}を用いて

φu
v = s2ut2v

で与えられたとする. これとは独立なスカラー解をあとふたつ構成したい. ガウスの公式 (16)–(18) より,
定数 s, tは

as2ε
(
s2ε + 1

)
=

2 + εδω

ε3

(
s2ε − 1

)3 − δ2ω2

2ε
s2ε

(
s2ε − 1

)
, (19)

ω

2
(
s2ε + t2δ

)
=

s2εt2δ − s2ε − t2δ + 1
εδ

,

bt2δ
(
t2δ + 1

)
=

2 + εδω

δ3

(
t2δ − 1

)3 − ε2ω2

2δ
t2δ

(
t2δ − 1

)
をみたす. したがって定数 ω, a, bは, 定数 ε, δ, s, tによって

ω =
2

(
s2εt2δ − s2ε − t2δ + 1

)
εδ (s2ε + t2δ)

,

a =
2t2δ

(
s2ε + 1

) (
s2ε − 1

)3

ε3s2ε (s2ε + t2δ)2
,

b =
2s2ε

(
t2δ + 1

) (
t2δ − 1

)3

δ3t2δ (s2ε + t2δ)2

†この r は意味のないパラメータ (座標変換で r = 1/2 とできる) だが, 差分版 (21) との比較のため書いておく.
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と表示できる. 以下では議論を簡単にして

s = t, δ = ε

とする. いま c := s2ε = t2δ とおけば

ω =
(c − 1)2

ε2c
, a = b =

(c + 1) (c − 1)3

2ε3c2
(20)

となる. 一方, 式 (19) より, 定数 cは xについての 3次方程式

ax (x + 1) =
2 + εδω

ε3
(x − 1)3 − δ2ω2

2ε
x (x − 1)

の実数解である. ここに式 (20) を代入して整理すれば

(x − c)
(
c
(
c2 + 1

)
x2 − 2c (c + 1) x + c2 + 1

)
= 0

を得る. この根は
c, c−1/2 exp

(√
−1θ

)
, c−1/2 exp

(
−
√
−1θ

)
である. ただし 0 < θ < π/2は

cos θ =
(c + 1)

√
c

c2 + 1
, sin θ =

|c − 1|
√

c2 + c + 1
c2 + 1

によって決まる定数とする. したがって特に

<
((

c−1/2 exp
(√

−1θ
))u/ε (

c−1/2 exp
(
−
√
−1θ

))v/ε
)

= s−(u+v) cos
(

u − v

ε
θ

)
,

=
((

c−1/2 exp
(√

−1θ
))u/ε (

c−1/2 exp
(
−
√
−1θ

))v/ε
)

= s−(u+v) sin
(

u − v

ε
θ

)
はガウスの公式 (16)–(18) のスカラー解となる. 以上をまとめれば, 任意の正定数 s 6= 1に対して

fu
v :=


s−(u+v) cos

(
u − v

ε
arccos

(
s2ε + 1

)
sε

s4ε + 1

)

s−(u+v) sin

(
u − v

ε
arccos

(
s2ε + 1

)
sε

s4ε + 1

)
s2(u+v)

 (21)

は差分アファイン球面 f : (εZ)2 → A3 を与えるのが分かる. ガウスの公式は

∆+u∆−ufu
v = −εω

2
∆+ufu

v +
a

ω
∆+vfu

v , (22)

∆+u∆+vfu
v =

ω

2
(
fu+ε

v + fu
v+ε

)
, (23)

∆+v∆−vfu
v =

a

ω
∆+ufu

v − εω

2
∆+vfu

v (24)

となる. ただし

ω =
(

sε − s−ε

ε

)2

, a =
sε + s−ε

2

(
sε − s−ε

ε

)3

である. 図 2および図 3を参照.
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図 1: グラフ
(
x2 + y2

)
z = 1.

図 2: s =
√

7 + 1 −
√

2
√

7 − 4
2
√

3
. 図 3: s =

1 +
√

4 −
√

5 +
√√

5 − 1 + 2
√

4 −
√

5
√

5 − 1
.
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図 4: 式 (25) の f̂ .

図 5: s = 31/4. 図 6: s =
√

2 +
√

3.
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例 3.2 ベックルント変換を利用して, より複雑の例を構成しよう. 式 (15) において r = 1/2とすれば

f =


exp

(
−u + v

2

)
cos

(√
3
u − v

2

)
exp

(
−u + v

2

)
sin

(√
3
u − v

2

)
exp (u + v)


であって, ガウスの公式は

∂u
2f = ∂vf, ∂u∂vf = f, ∂v

2f = ∂uf

となる. ここでスペクトル径数を複素数まで許せば, 函数

ψ = cosh
(√

3
u + v

2

)
exp

(√
−1

u − v

2

)
は, スペクトル径数を

√
−1とするスカラー解である. すなわち ψは

∂u
2ψ =

√
−1∂vψ, ∂u∂vψ = ψ, ∂v

2ψ = −
√
−1∂uψ

をみたす. この ψを用いて f にベックルント変換 (7) を施し, 最後にその実部をとろう:

f̂ := <
(

f +
2
√
−1

1 −
√
−1

∂vψ

ψ
∂uf − 2

1 −
√
−1

∂uψ

ψ
∂vf

)

=



1
2

(
1 +

√
3 tanh

(√
3

u + v

2

))
exp

(
−u + v

2

)
cos

(√
3

u − v

2

)
1
2

(
1 +

√
3 tanh

(√
3

u + v

2

))
exp

(
−u + v

2

)
sin

(√
3

u − v

2

)
(

2 −
√

3 tanh
(√

3
u + v

2

))
exp (u + v)

 . (25)

ガウスの公式は

∂u
2f̂ =

∂uω̂

ω̂
∂uf̂ +

1
ω̂

∂v f̂ , ∂u∂v f̂ = ω̂f̂ , ∂v
2f̂ =

1
ω̂

∂uf̂ +
∂vω̂

ω̂
∂v f̂

であって, 対応するツィツェイカ方程式の解は

ω̂ =
3
2

tanh2

(√
3

u + v

2

)
− 1

2
, a = b = 1

である. 図 4 を参照. つぎに f̂ を差分化しよう. 道具はベックルント変換 (14) である. ガウスの公式
(22)–(24) の, スペクトル径数を

√
−1とするスカラー解 ψ : (εZ)2 → Cを考える. すなわち函数 ψが

∆+u∆−uψu
v = −εω

2
∆+uψu

v +
√
−1

a

ω
∆+vψu

v , (26)

∆+u∆+vψu
v =

ω

2
(
ψu+ε

v + ψu
v+ε

)
, (27)

∆+v∆−vψu
v = −

√
−1

a

ω
∆+uψu

v − εω

2
∆+vψu

v (28)

をみたすとする. ここで定数 ω, aは正定数 s 6= 1を用いて式 (20) のように書けていた (ただし c = s2ε で

ある). ガウスの公式 (26)–(28) の解が, 定数 p, q ∈ Cを用いて

ψu
v = p2uq2v
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で与えられたとすれば, 定数 p, qは

√
−1ap2ε

(
p2ε + 1

)
=

2 + ε2ω

ε3

(
p2ε − 1

)3 − εω2

2
p2ε

(
p2ε − 1

)
, (29)

ω

2
(
p2ε + q2ε

)
=

p2εq2ε − p2ε − q2ε + 1
ε2

, (30)

−
√
−1aq2ε

(
q2ε + 1

)
=

2 + ε2ω

ε3

(
q2ε − 1

)3 − εω2

2
q2ε

(
q2ε − 1

)
をみたす. 式 (30) より qは pと ωから決まる. 式 (29) より定数 p2ε は xについての 3次方程式

√
−1ax (x + 1) =

2 + ε2ω

ε3
(x − 1)3 − εω2

2
x (x − 1)

の解である. これを因数分解して((
c −

√
−1

)
x +

√
−1

(
c +

√
−1

))(
2c

(
c +

√
−1

)
x2 −

(
1 +

√
−1

) (
c2 + 1

)
(c + 1) x + 2

√
−1c

(
c −

√
−1

))
= 0

を得る. この根は
1 −

√
−1c

c −
√
−1

, exp
(
κ +

√
−1σ

)
, exp

(
−κ +

√
−1σ

)
である. ただし κ, σは

expκ =
(c + 1)

√
c2 + 1 + (c − 1)

√
c2 + 4c + 1

2
√

2c
,

exp
(√

−1σ
)

=
c + 1 +

√
−1 (c − 1)√

2 (c2 + 1)

によって決まる定数とする. 定数 κは

cosh κ =
(c + 1)

√
c2 + 1

2
√

2c

をみたしていることに注意. したがって特に

ψu
v := cosh

(
κ

u + v

ε

)
exp

(√
−1

u − v

ε
σ

)
もまたガウスの公式 (26)–(28) の解となるのが分かる. この ψu

v を用いて式 (21) の fu
v にベックルント変換

(14) を施し, 最後にその実部をとろう:

f̂u
v := <

(
1 −

√
−1

1 +
√
−1

fu
v +

√
−1

1 +
√
−1

2 + εδω

ω

∆+vψu
v

ψu
v

∆+ufu
v − 1

1 +
√
−1

2 + εδω

ω

∆+uψu
v

ψu
v

∆+vfu
v

)
.

以上をまとめれば, 任意の正定数 s 6= 1に対して

f̂u
v =



(
−1 +

√
2s2ε

√
s4ε + 1

cosh (κ (u + v + ε) /ε)
cosh (κ (u + v) /ε)

)
s−(u+v)

s2ε − 1
cos

(
u − v

ε
arccos

s2ε + 1√
2 (s4ε + 1)

)
(
−1 +

√
2s2ε

√
s4ε + 1

cosh (κ (u + v + ε) /ε)
cosh (κ (u + v) /ε)

)
s−(u+v)

s2ε − 1
sin

(
u − v

ε
arccos

s2ε + 1√
2 (s4ε + 1)

)
(

s4ε + s2ε −
√

2 (s4ε + 1)
cosh (κ (u + v + ε) /ε)

cosh (κ (u + v) /ε)

)
s2(u+v)

s2ε − 1


(31)

は差分アファイン球面 f̂ : (εZ)2 → A3 を与えるのが分かる. ただし定数 κは

cosh κ =

(
s2ε + 1

)√
s4ε + 1

2
√

2s2ε
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で定める (このような κは 2つあるがどちらを採ってもよい). 図 5および図 6を参照. 対応する差分ツィ
ツェイカ方程式 (11)–(13) の解は

ω̂u
v = − 2

ε2
+

s2ε + s−2ε

ε2

cosh2 (κ (u + v + ε) /ε)
cosh (κ (u + v) /ε) cosh (κ (u + v + 2) /ε)

,

âu
v = b̂u

v =
sε + s−ε

2

(
sε − s−ε

ε

)3 cosh (κ (u + v) /ε) cosh (κ (u + v + ε) /ε)
cosh (κ (u + v − ε) /ε) cosh (κ (u + v + 2ε) /ε)

である.

4 超離散化 (?)

差分アファイン球面の超離散化を考えたい. が, 一般に ‘超離散アファイン球面’ をどう定義すべきか分か
らないので, この節では, 前節で与えたもっとも簡単の差分アファイン球面 (21) のみを対象に, 通常の超離
散化の手続きを真似してみよう. 整数m,nを

m =
u + v

ε
, n =

u − v

ε

とおき, 式 (21) の fu
v をふたたび fm

n と書けば

fm
n =

√
c2m + c−m


1√

c3m + 1
cos

(
n arccos

(c + 1)
√

c

c2 + 1

)
1√

c3m + 1
sin

(
n arccos

(c + 1)
√

c

c2 + 1

)
1√

c−3m + 1


である. ただし c 6= 1は任意の正定数. ここで定数 cを

c = exp
C

ε

と置きかえて, はじめに fm
n の ‘大きさ’ を ε乗してから, つぎに fm

n の各成分ごとに極限 ε → +0をとる:

Fm
n := lim

ε ↓ 0

(
e2Cm/ε + e−Cm/ε

)ε/2


lim
ε ↓ 0

(
e3Cm/ε + 1

)−1/2 cos
nπ

2
lim
ε ↓ 0

(
e3Cm/ε + 1

)−1/2 sin
nπ

2
lim
ε ↓ 0

(
e−3Cm/ε + 1

)−1/2

 .

この Fm
n を fm

n の超離散化と思うことにする. もうすこし具体的に書けば, たとえば定数 C が正のときは

Fm
n =



eCm

 0
0
1

 , m > 0,

1√
2

cos (nπ/2)
sin (nπ/2)

1

 , m = 0,

e−Cm/2

cos (nπ/2)
sin (nπ/2)

0

 , m < 0

となる. 次頁の図を参照.
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図 7: C = 1/10. 図 8: C = 1/2.

図 9: C = 1.

これらは各 C に対して Fm
n を描いたものである. 図 1

から図 3までにみた曲面の特徴をいちおう捉えている
ように見える.

5 まとめ

ツィツェイカ方程式の自明解が記述する曲面(
x2 + y2

)
z = 1を例にとり, その差分化 fu

v , および

超離散化 Fm
n について述べた. しかし, 第 4節の方法

(すなわち差分アファイン球面の座標成分ごとに超離
散極限をとること) によって超離散ツィツェイカ方程
式 [4] との対応を知るのは難しく, また, 得られた ‘超
離散アファイン球面’ の幾何的な意味もはっきりしな
い. 改善が必要である. 当面の課題をいまいちど書
けば

• 超離散アファイン球面を定義し,

• 超離散ツィツェイカ方程式との対応を明らかに

することである.
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